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Неравенство Иенсена

И ÑÊÓÑÑÒÂÎÌ  ÄÎÊÀÇÛÂÀÒÜ
íåðàâåíñòâà îâëàäåòü  äàëå-
êî íå ïðîñòî. Òóò òðåáóåòñÿ

áîëüøîé îïûò, èíòóèöèÿ, è, êàê â
êàæäîì èñêóññòâå, óìåíèå ñâîáîäíî
ïðèìåíÿòü ðàçëè÷íûå «òåõíè÷åñêèå»
ïðèåìû. Ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì îäèí
èç òàêèõ ïðèåìîâ íà ðÿäå ïðèìåðîâ.
Â ýòîé ñòàòüå áóäóò äîêàçàíû è êëàñ-
ñè÷åñêèå íåðàâåíñòâà (Êîøè,
Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, Ã¸ëüäåðà è
Ìèíêîâñêîãî), è ìåíåå çíàìåíèòûå,
íî òàêæå âåñüìà èíòåðåñíûå.

Ìû áóäåì çàïèñûâàòü ôîðìóëû,
êàê ïðàâèëî, êîðîòêî, ñ ïîìîùüþ
îáîçíà÷åíèé
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Ñîâåòóåì òåì, êòî åùå íå íàó÷èëñÿ
èìè ïîëüçîâàòüñÿ, ðàñïèñûâàòü âû-
êëàäêè áîëåå ïîäðîáíî.

Выпуклые множества
Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâ íåðàâåíñòâ,
î êîòîðûõ áóäåò èäòè ðå÷ü, ëåæèò
ïîíÿòèå âûïóêëîñòè. Ýòî î÷åíü âàæ-
íîå ìàòåìàòè÷åñêîå ïîíÿòèå, è âû ñ
íèì óæå âñòðå÷àëèñü â øêîëüíîì
êóðñå ãåîìåòðèè ïðè èçó÷åíèè ìíî-
ãîóãîëüíèêîâ. Îäíàêî â ìàòåìàòèêå
ïîíÿòèå âûïóêëîñòè ñâÿçàíî íå òîëü-
êî ñ ìíîãîóãîëüíèêàìè. Ôèãóðó íà-
çûâàþò âûïóêëîé, åñëè ñ ëþáûìè

äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè îíà ñîäåðæèò
âåñü îòðåçîê ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷-
êàõ. Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíû ïðèìå-
ðû âûïóêëûõ è íåâûïóêëûõ ôèãóð.
Âûïóêëûå ôèãóðû îáëàäàþò ìíîãè-
ìè çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, íî
íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ëèøü îäíî èç
íèõ. Ñôîðìóëèðóåì åãî:

Ïóñòü â òî÷êàõ A1, A2 , �, An

âûïóêëîé ôèãóðû Ô ñîñðåäîòî÷åíû
ìàññû m1 , m2, �, mn  ñîîòâåòñòâåí-
íî. Òîãäà öåíòð ìàññ ýòèõ òî÷åê
òàêæå ïðèíàäëåæèò ôèãóðå Ô.

Èç ôèçèêè èçâåñòíî, ÷òî öåíòð
ìàññ ïëîñêîé ôèãóðû � ýòî òî÷êà ñ
êîîðäèíàòàìè
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Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð ìàññ äâóõ
òî÷åê ëåæèò íà îòðåçêå, èõ ñîåäèíÿþ-
ùåì.

2. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð ìàññ n òî÷åê
ëåæèò íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì ëþáóþ
èç íèõ ñ öåíòðîì ìàññ îñòàëüíûõ.

Выпуклые функции
Íàðèñóåì ãðàôèê ôóíêöèè ó = x2

(ðèñ.2,à).
Ìû âèäèì, ÷òî íàäãðàôèê ýòîé

ôóíêöèè (íà ðèñóíêå îí çàêðàøåí
êðàñíûì öâåòîì) ÿâëÿåòñÿ âûïóê-
ëîé ôèãóðîé. Åñëè æå ðàññìîòðåòü
ôóíêöèþ ó = sin x (x ∈ 0; π ), òî åå

íàäãðàôèê (íà ðèñóí-
êå 2,á îí çàêðàøåí
êðàñíûì öâåòîì) âû-

ïóêëûì íå ÿâëÿåòñÿ. Îäíàêî âûïóê-
ëûì ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôèê ýòîé ôóíê-
öèè (íà òîì æå ðèñóíêå îí çàêðàøåí
ñèíèì öâåòîì).

Ýòè íàáëþäåíèÿ ïðèâîäÿò ê âàæ-
íîìó îïðåäåëåíèþ:

Åñëè íàäãðàôèê ôóíêöèè ÿâëÿåò-
ñÿ âûïóêëîé ôèãóðîé, òî ãîâîðÿò,
÷òî ýòà ôóíêöèÿ âûïóêëàÿ, à åñëè
âûïóêëûì ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôèê, òî
ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ âîãíóòàÿ 1.

Òåì ñàìûì, ôóíêöèÿ ó = x2 ÿâëÿ-
åòñÿ âûïóêëîé, à ôóíêöèÿ ó = sin x

(x ∈ 0; π ) � âîãíóòîé.

Основное неравенство
Ñðåäè èçâåñòíûõ êëàññè÷åñêèõ íå-
ðàâåíñòâ îñîáîå ìåñòî çàíèìàåò íå-
ðàâåíñòâî Èåíñåíà 2 . Âñå êëàññè÷åñ-
êèå íåðàâåíñòâà, óïîìÿíóòûå â íà÷à-
ëå ñòàòüè, ÿâëÿþòñÿ åãî ñëåäñòâèåì.

Òåîðåìà (íåðàâåíñòâî Èåíñåíà).
Ïóñòü ó = f xb g � ôóíêöèÿ, âûïóê-
ëàÿ íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå, x1,
x2 , �, xn

 � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà èç
ýòîãî èíòåðâàëà, à α1, α2 , �, αn
� ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñ-
ëà, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà åäèíèöå.
Òîãäà

f x  xn nα α1 1 + +  ≤Kc h

≤ α α1 1f x  f xn nc h  c h+ +K . (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íà
ãðàôèêå ôóíêöèè ó = f xb g òî÷êè A1,
A2 , �, An

 ñ àáñöèññàìè x1 , x2 , �
..., xn

. Ðàñïîëîæèì â ýòèõ òî÷êàõ
ãðóçû ñ ìàññàìè m1 , m2, �, mn .Îïóáëèêîâàíî â «Êâàíòå» ¹4 çà 1990

ãîä.

a) á)

0 π

1 Â íåêîòîðûõ ó÷åáíèêàõ ïðèíÿòà äðó-
ãàÿ òåðìèíîëîãèÿ.

2 Èåíñåí Èîãàíí Ëþäâèã (1859�1925)
� äàòñêèé ìàòåìàòèê.
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Öåíòð ìàññ ýòèõ òî÷åê èìååò êîîðäè-
íàòû
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Òàê êàê òî÷êè A1, A2 , �, An
 ïðèíàä-

ëåæàò íàäãðàôèêó âûïóêëîé ôóíê-
öèè, òî è èõ öåíòð ìàññ òàêæå ïðè-
íàäëåæèò íàäãðàôèêó (èáî íàäãðà-
ôèê � âûïóêëàÿ ôèãóðà). À ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî îðäèíàòà öåíòðà ìàññ

M íå ìåíüøå îðäèíàòû òî÷êè íà
ãðàôèêå ñ òîé æå àáñöèññîé (ðèñ.3),
ò.å.
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Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñ-
òàåòñÿ ïîëîæèòü m1  = α1 , �, mn

 =
= αn

.
Ýòîò ïóíêò ñòàòüè ìû õîòèì çàêîí-

÷èòü äâóìÿ âàæíûìè çàìå÷àíèÿìè.

Âî-ïåðâûõ, â ïðîöåññå äîêàçàòåëü-
ñòâà íåðàâåíñòâà Èåíñåíà (2) ìû
äîêàçàëè íåðàâåíñòâî (3). Íà ñàìîì
äåëå ýòè íåðàâåíñòâà ðàâíîñèëüíû.
Ïîëîæèâ â íåðàâåíñòâå (2) α i

 =

=
m

m mn

1

1 + +K  (i = 1, 2, �, n), ìû

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (3). Ïîýòîìó
åñòåñòâåííî îáà ýòè íåðàâåíñòâà íàçû-
âàòü íåðàâåíñòâàìè Èåíñåíà. Íåðà-
âåíñòâî (2) âûãëÿäèò áîëåå êîìïàêò-
íî, îäíàêî äëÿ ïðèëîæåíèé óäîáíåå
ïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì (3). Âî-
âòîðûõ, åñëè ôóíêöèÿ f xb g  âîãíó-
òàÿ, òî äëÿ íåå íåðàâåíñòâà Èåíñåíà
(2) è (3) ìåíÿþòñÿ íà ïðîòèâîïî-
ëîæíûå. ×òîáû äîêàçàòü ýòî, äîñòà-
òî÷íî ðàññìîòðåòü âûïóêëóþ ôóíê-
öèþ �f xb g .

Неравенство
Коши—Буняковского

Íà ïåðâûé âçãëÿä, íåðàâåíñòâî Èåí-
ñåíà íå ïðîèçâîäèò îñîáîãî âïå÷àò-
ëåíèÿ: ñëèøêîì îáùî âûãëÿäèò ôîð-
ìóëèðîâêà. Ïðî÷èòàâ ñòàòüþ äî êîí-
öà, âû óáåäèòåñü, ÷òî ýòî âïå÷àòëå-
íèå îáìàí÷èâî.
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Ïðîäåìîíñòðèðóåì ñèëó íåðàâåí-
ñòâà Èåíñåíà íà êîíêðåòíîì ïðèìå-
ðå. À èìåííî, äîêàæåì çíàìåíèòîå
íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

a a b bn n1
2 2

1
2 2+ + + + ≥K Ke je j

≥ a b a bn n1 1

2
+ +Kc h ,

ãäå a1, a2 , �, an, b1, b2, �, bn  �
ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ìû çíàåì,
ôóíêöèÿ ó = x2  � âûïóêëàÿ. Íàïè-
øåì äëÿ ýòîé ôóíêöèè íåðàâåíñòâî
Èåíñåíà (3):
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 (mi > 0).

Ñëåäîâàòåëüíî,

m x m x m mn n n1 1
2 2

1+ + + + ≥K Ke jc h

≥ m x m xn n1 1

2
+ +Kc h .

Ïîëîæèâ m bi i= 2 , x
a

bi
i

i

= , ïîëó÷èì

òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàæèòå íåðàâåí-
ñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ai , bi .

Примеры выпуклых
функций

Äëÿ óñïåøíîãî ïðèìåíåíèÿ íåðà-
âåíñòâà Èåíñåíà íåîáõîäèì ïðîñòîé
êðèòåðèé, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëÿòü,
ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ ôóíêöèÿ âûïóê-
ëîé.

Òåîðåìà. Ïóñòü ó = f xb g � äâàæ-
äû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.
Åñëè åå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëî-
æèòåëüíà, òî ôóíêöèÿ âûïóêëà, à
åñëè âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòðèöà-
òåëüíàÿ, òî ôóíêöèÿ âîãíóòà.

Ìû íå áóäåì àêêóðàòíî äîêàçû-
âàòü ýòó òåîðåìó, ïîÿñíèì òîëüêî åå
ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Ïóñòü

′′ >f xb g 0 äëÿ âñåõ õ. Î÷åâèäíî, ÷òî
íàäãðàôèê îêàæåòñÿ âûïóêëûì, åñëè
ãðàôèê ôóíêöèè â êàæäîé òî÷êå
«ïîâîðà÷èâàåò» ââåðõ îòíîñèòåëüíî
êàñàòåëüíîé â ýòîé òî÷êå. Íà ÿçûêå
ôîðìóë ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè l xb g �
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, ãðàôèê êîòîðîé
� êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè
f xb g  â òî÷êå a f a, b gc h, òî f xb g  > l xb g
ïðè âñåõ õ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê à è
îòëè÷íûõ îò à.

×òîáû âûâåñòè íåðàâåíñòâî f xb g  >
> l xb g èç íåðàâåíñòâà ′′f ab g > 0,
ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ.
Ïóñòü g xb g � òàêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî
g ab g = ′g ab g  = 0 è ′′g ab g > 0. Òîãäà
ïðè âñåõ õ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê à è
îòëè÷íûõ îò à, g xb g > 0. Ýòî ïîíÿò-
íî ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ: åñëè
ïîêîÿùåìóñÿ òåëó (ñêîðîñòü ′g ab g  =
= 0) ïðèäàòü ïîëîæèòåëüíîå óñêîðå-
íèå (óñêîðåíèå ′′g ab g > 0), òî òåëî
íà÷íåò ïåðåìåùàòüñÿ â ïîëîæèòåëü-
íîì íàïðàâëåíèè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ g xb g =
= f xb g  � l xb g. Ïîñêîëüêó ãðàôèêè
ôóíêöèè f xb g  è l xb g ïðîõîäÿò ÷åðåç
îäíó òî÷êó è èìåþò â íåé îäèíàêî-
âûé íàêëîí, g ab g = ′g ab g  = 0. Êðîìå
òîãî, ′′g xb g = ′′f xb g , òàê êàê âòîðàÿ
ïðîèçâîäíàÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè l xb g
ðàâíà íóëþ. Çíà÷èò, ′′g ab g > 0 è,
ñîãëàñíî ñêàçàííîìó â ïðåäûäóùåì
àáçàöå, g xb g > 0 ïðè õ, äîñòàòî÷íî
áëèçêèõ ê à. Ýòî è çíà÷èò, ÷òî f xb g>
> l xb g. Ñëó÷àé ′′f xb g  < 0 ðàññìàòðè-
âàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé, ìû «çàïà-
ñåìñÿ» íåñêîëüêèìè âûïóêëûìè è
âîãíóòûìè ôóíêöèÿìè. Îò âàñ ïðè
ýòîì òðåáóåòñÿ óìåíèå âû÷èñëÿòü
ïðîèçâîäíûå.

Ïðèìåðû

1. y x= α  (x > 0).
Òàê êàê ′′ = − −

y xα α α
1

2b g , òî ïðè 0 <
< 1<α  ôóíêöèÿ âîãíóòàÿ, à ïðè α < 0  è
α > 1 � âûïóêëàÿ.

2. y a
x= ( a > 0, a ≠ 1).

Òàê êàê ′′ =y a
x  ln2

0a > , òî ôóíêöèÿ
âûïóêëàÿ.

3. y x
a

= log  (x > 0, a > 0, a ≠ 1).

Òàê êàê ′′ = −y
x a

1
2
ln

, òî ïðè a < 1

ôóíêöèÿ âûïóêëàÿ, à ïðè a > 1 � âîãíó-

òàÿ.
4. y e

x= +ln 1e j .

Òàê êàê ′′ =
+

>y
e

e

x

x1
0

2

e j
, òî ýòà ôóíê-

öèÿ âûïóêëàÿ.

5. y x x= ln .

Òàê êàê ′′ = >y
x

1
0, òî ôóíêöèÿ âû-

ïóêëàÿ.

6. y x= +1
1

α αe j  (x > 0).

Òàê êàê ′′ = − +− −
y x xα α α α1 1

2
1 2

b g e j , òî
ïðè α < 1 ôóíêöèÿ âîãíóòàÿ, à ïðè α > 1
� âûïóêëàÿ.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü íå-
ñêîëüêî êëàññè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ.

Неравенство Коши
о среднем

арифметическом и
среднем геометрическом

x x
n

x xn
n

n1
1

+ + ≥ ⋅ ⋅K

K    (xi > 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîëîãàðèôìè-
ðóåì îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà:

ln
1 1

1n
x

n
xn+ +

F
HG

I
KJ ≥K

≥ 
1 1

1n
x

n
xnln ln+ +K .

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî íàïîìèíà-
åò íàì íåðàâåíñòâî Èåíñåíà, îäíàêî
çíàê íåðàâåíñòâà «ñìîòðèò íå òóäà».
Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî ôóíêöèÿ
ln x íå âûïóêëàÿ, à âîãíóòàÿ (ïðè-
ìåð 3).

Неравенство Гёльдера
Ïóñòü ð, q � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà,

ïðè÷åì 
1 1

1
p q

+ = . Òîãäà

a b a bi i

i

n

i
p

i

n

i
q

i

np q

= = =
∑ ∑ ∑≤

F

H
GG

I

K
JJ

F

H
GG

I

K
JJ

1 1 1

1 1

(a bi i, > 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ð > 1,
ïîýòîìó ôóíêöèÿ ó = xp  � âûïóêëàÿ
(ïðèìåð 1). Íàïèøåì äëÿ ýòîé ôóíê-
öèè íåðàâåíñòâî Èåíñåíà (3):

Σ
Σ

Σ
Σ

m x

m

m x

m
i i

i

p

i i
p

i

F
HG

I
KJ

≤ .

Îòñþäà

Σ Σ Σm x m m xi i i i i
p

p

p p≤
−

c h e j
1 1

.

Òàê êàê 
1 1

1
p q

+ = , òî 
p

p q

−
=

1 1
, è

ïîýòîìó

Σ Σ Σm x m x mi i i i
p

i
p q≤ e j c h
1 1

.

Ïîëîæèâ òåïåðü m bi i
q= , x a bi i i

q= −1 ,
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Неравенство Минковского

a a b bn
n

n
n

1 1⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ≤K K

≤ a b a bn n
n

1 1+ ⋅ ⋅ +c h c hK

(a bi i, > 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäåëèâ îáå
÷àñòè íåðàâåíñòâà íà a an

n
1 ⋅ ⋅K ,

3 Êâàíò ¹ 4



Ê Â À Í T $ 2 0 0 0 / № 4

ïîëó÷èì

1 1

1

1 1

+
F
HG

I
KJ

⋅ ⋅
F
HG

I
KJ

≤
b

a

b

a

n n
n

n

K

≤ 1 11

1

1 1

+
F
HG

I
KJ

⋅ ⋅ +
F
HG

I
KJ

b

a

b

a

n n

n

n

K .

ßñíî, ÷òî äðîáü 
b

a
i

i

 èìååò ñìûñë êàê-

òî îáîçíà÷èòü. Íî íà ñàìîì äåëå
óäîáíåå ââåñòè îáîçíà÷åíèå íå äëÿ

ñàìîé äðîáè 
b

a
i

i

 , à äëÿ åå ëîãàðèô-

ìà: xi
 = ln

b

a
i

i

. Èòàê, çàìåíèâ 
b

a
i

i

 íà

e
xi , ìû çàïèøåì íàøå íåðàâåíñòâî â

âèäå

1 1
1 1

+ ≤ +e en
x xi

i n
Σ

Πe j .

Ïðîëîãàðèôìèðóåì îáå ÷àñòè ïîëó-
÷èâøåãîñÿ íåðàâåíñòâà:

ln ln1
1

1
1

+F
H

I
K ≤ +e

n
en i i

x xΣ
Σ e j.

Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ìû óçíàåì
íåðàâåíñòâî Èåíñåíà äëÿ âûïóêëîé

ôóíêöèè ó = ln 1 + exe j  (ïðèìåð 4).

Несколько примеров
использования

неравенства Иенсена
Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

Π Σ
Σ

a
n

ai

a

i

a

i

i

≥
F
HG

I
KJ

1
 (ai > 0).

Ðåøåíèå. Ïðîëîãàðèôìèðîâàâ îáå
÷àñòè íåðàâåíñòâà è ðàçäåëèâ íà n,
ïîëó÷èì

Σ Σ Σ1 1 1
n

a a
n

a
n

ai i i iln ln≥ F
HG

I
KJ .

À ýòî � íåðàâåíñòâî Èåíñåíà äëÿ
âûïóêëîé ôóíêöèè ó = x xln  (ïðè-
ìåð 5).

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

Σ Σ Σa b a bi i i ic h c h2 2 2 2+ ≤ +

 (a bi i, > 0).

Ðåøåíèå. Íàïèøåì íåðàâåíñòâî
Èåíñåíà (3) äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè

ó = 1 2+ x  (ïðèìåð (6)):

1
1

2 2

+
F
HG

I
KJ

≤
+Σ

Σ

Σ

Σ
m x

m

m x

m
i i

i

i i

i

.

Äîìíîæèâ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà
Σmi , ïîëó÷èì

Σ Σ Σm m x m xi i i i ic h c h2 2 21+ ≤ + =

= Σ m m xi i i
2 2

+ c h .

Îñòàåòñÿ òîëüêî ïîëîæèòü mi
 = ai

,

xi
 = 

b

a
i

i

.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì äîâîëü-
íî òðóäíóþ çàäà÷ó, êîòîðóþ òîæå
ìîæíî ðåøèòü ïðè ïîìîùè íåðàâåí-
ñòâà Èåíñåíà.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

p

p p

p

p p

p

p p
1

2 3

2

3 4

3

4 5+
+

+
+

+
+

+ 
p

p p

p

p p
4

5 1

5

1 2

5

2+
+

+
≥   (pi > 0).

Ðåøåíèå. Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì
äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå p6  è
p7 , ðàâíûå p1  è p2  ñîîòâåòñòâåííî.
Òåïåðü äàííîå íåðàâåíñòâî ìîæíî
çàïèñàòü êîðîòêî:

p

p p
i

i ii + +−
+

≥∑
1 21

5 5

2
.

Âûïèøåì íåðàâåíñòâî Èåíñåíà (3)

äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè ó = 
1

x
 (ïðè-

ìåð 1):

Σ
Σ

Σ
Σ

m x

m

m x

m
i i

i

i i

i

F
HG

I
KJ

≤
− −1 1

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Σ
Σ

Σ
m

x

m

m x
i

i

i

i i

≥
c h2

.

Ïîëîæèì òåïåðü m pi i= , xi
 = pi+1 +

+ pi+2 :

Σ
Σ

Σ
p

p p

p

p p p
i

i i

i

i i i+ + + ++
≥

+1 2

2

1 2

c h
c h

.

Òåì ñàìûì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íå-
ðàâåíñòâî

Σ

Σ

p

p p p

i

i i i

c h
c h

2

1 2

5

2+ ++
≥ .

Èçáàâèâøèñü îò çíàìåíàòåëåé è ðàñ-
êðûâ ñêîáêè, ïðèõîäèì ê íåðàâåí-
ñòâó

2 1
2

2
2

3
2

4
2

5
2p p p p p+ + + + ≥e j

≥ p p p p p p p p1 2 1 3 1 4 1 5+ + + +

+ p p p p p p p p2 3 2 4 2 5 3 4+ + + +

p p p p3 5 4 5+ + .

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà

1

2 1 2 3 4 5

2
p p p p p+ + + + −F

Hc h

� p p p p p1
2

2
2

3
2

4
2

5
2+ + + +e jj ,

òî íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå

5 1
2

2
2

3
2

4
2

5
2p p p p p+ + + + ≥e j

≥ p p p p p1 2 3 4 5

2
+ + + +c h .

Çàïèñàâ ýòî â âèäå

1 1 1 1 12 2 2 2 2+ + + + ×e j
×  p p p p p1

2
2
2

3
2

4
2

5
2+ + + + ≥e j

≥ 1 1 1 1 11 2 3 4 5

2
⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅p p p p pc h ,

ìû îáíàðóæèâàåì ÷àñòíûé ñëó÷àé
íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî.

Óïðàæíåíèÿ

Äîêàæèòå íåðàâåíñòâà:

4. x n xi

i

n p

p
i
p

i

n

=

−

=
∑ ∑

F

H
GG

I

K
JJ <

1

1

1

ïðè p > 1,

xi  > 0.

5. a b n a b
i

p

i

n

i

p

i

n

p

i i

i

n
p

= =

−

=

∑ ∑ ∑⋅ ≥
F

H
G
G

I

K
J
J

1 1

2

1

 ïðè

p ≥ 2 , a b
i i
, > 0.

6. 
a

s a

n

n

i

ii

n

−
≥

−
=

∑
1

1
, ãäå

s a a a
n

= + + +
1 2

K  è a
i

> 0 .

7. 
a b

c

b c

a

c a

b

+
+

+
+

+
≥ 3 2  ïðè

a, b, c > 0.

8. 
a b

c

b c

a

c a

b

+
+

+
+

+
≥

≥ 4
a

b c

b

c a

c

a b+
+

+
+

+

F
HG

I
KJ

ïðè a, b, c > 0.

9. 

x

x

x

x

i

i

n

i

i

n
n

i

i

n

i

i

n
n

=

=

=

=

∏

∑

∏

∑
F

H
G
G

I

K
J
J

≤

−

−
F

H
G
G

I

K
J
J

1

1

1

1

1

1

d i

d i

  ïðè

0
1

2
< <x

i
.

10. 
a

b c

b

c d

c

d a

d

a b+
+

+
+

+
+

+
≥ 2 ïðè

a, b, c, d > 0.

11. 
a

b c

b

c d

c

d e+
+

+
+

+
+

+ 
d

e f

e

f a

f

a b+
+

+
+

+
≥ 3  ïðè a, b, c,

d, e, f > 0.


