
Îáðàçîâàòåëüíûé  ñåòåâîé  âûïóñê

VIVOS VOCO!   -  ÇÎÂÓ ÆÈÂÛÕ!
http://www.accessnet.ru/vivovoco

À. À. Çàñëàâñêèé

Òåîðåìà Ýððîó

Àëåêñåé Àëåêñàíäðîâè÷ Çàñëàâñêèé - ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê
Öåíòðàëüíîãî ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà ÐÀÍ,

ó÷èòåëü ìîñêîâñêîé øêîëû ¹1543



������� �����

�. � ±« ¢±ª¨©

� ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ § ¤ ·³. �±²¼ n ®¡º¥ª²®¢ ¨ N ±³¡º¥ª²®¢, ®¶¥­¨¢ ¾¹¨µ ½²¨ ®¡º-
¥ª²». �¥§³«¼² ²®¬ ®¶¥­ª¨ ¿¢«¿¥²±¿ ° ­¦¨°®¢ª , ². ¥. ³¯®°¿¤®·¥­­»© ±¯¨±®ª ®¡º¥ª²®¢. � 
¯¥°¢®¬ ¬¥±²¥ ¢ ±¯¨±ª¥ ±²®¨² ®¡º¥ª², ª®²®°»© ¤ ­­»© ±³¡º¥ª² ±·¨² ¥² ­ ¨«³·¸¨¬, ­  ¢²®-
°®¬| ±«¥¤³¾¹¨© ¯® ¯°¥¤¯®·²¨²¥«¼­®±²¨,. . . , ­  n-¬ ¬¥±²¥ | ­ ¨µ³¤¸¨© ¨§ ®¡º¥ª²®¢. �³¦­®
±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ¯° ¢¨«®, ª®²®°®¥ ¯® N ¯°®¨§¢®«¼­»¬ ° ­¦¨°®¢ª ¬ ±²°®¨² ®¤­³ ° ­¦¨°®¢-
ª³, ¢ ­ ¨¡®«¼¸¥© ±²¥¯¥­¨ ®²° ¦ ¾¹³¾ ¬­¥­¨¥ ¢±¥µ N ±³¡º¥ª²®¢.

�°¥¦¤¥ ·¥¬ ¯°¨¤ ²¼ ½²®© § ¤ ·¥ ±²°®£³¾ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª³¾ ´®°¬³«¨°®¢ª³, ±ª ¦³ ­¥±ª®«¼-
ª® ±«®¢ ® ¥¥ ¯° ª²¨·¥±ª¨µ ¯°¨¬¥­¥­¨¿µ. � ®¤­®© ±²®°®­», ³±¯¥¸­®¥ °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ ¯®¬®£«®
¡» ±´®°¬¨°®¢ ²¼ ¨¤¥ «¼­³¾ ¨§¡¨° ²¥«¼­³¾ ±¨±²¥¬³ (²®, ·²® ±³¹¥±²¢³¾¹¨¥ ¢ ­ ±²®¿¹¥¥
¢°¥¬¿ ¨§¡¨° ²¥«¼­»¥ ±¨±²¥¬» ¨¤¥ «¼­»¬¨ ­¥ ¿¢«¿¾²±¿, ±«¥¤³¥² ³¦¥ ¨§ ²®£®, ·²® ¨µ ¬­®£®;
¢¯°®·¥¬, ­¨¦¥ ­¥¤®±² ²ª¨ ­¥ª®²®°»µ ¨§¡¨° ²¥«¼­»µ ±¨±²¥¬ ¡³¤³² ° ±±¬®²°¥­» ¯®¤°®¡­®).

�°³£®© ®¡« ±²¼¾ ¯°¨¬¥­¥­¨¿ ¤ ­­®© § ¤ ·¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¬­®£®ª°¨²¥°¨ «¼­ ¿ ®¯²¨¬¨§ ¶¨¿,
². ¥. ¢»¡®° ­ ¨«³·¸¥£® ¨§ ®¡º¥ª²®¢, ®¶¥­¨¢ ¥¬»µ ¯® ° §«¨·­»¬ ª°¨²¥°¨¿¬. � ¯°¨¬¥°, ¯°¨
®¡¬¥­¥ ¨«¨ ¯®ª³¯ª¥ ª¢ °²¨°» ­¥®¡µ®¤¨¬® ³·¨²»¢ ²¼ ² ª¨¥ ª°¨²¥°¨¨, ª ª ¬¥±²®¯®«®¦¥­¨¥
ª¢ °²¨°», ¯«®¹ ¤¼, ¯« ­¨°®¢ª³, ¯®²°¥¡­®±²¼ ¢ °¥¬®­²¥, ±²®¨¬®±²¼ ¨ ²®¬³ ¯®¤®¡­®¥. � ¦¤»©
ª°¨²¥°¨© ª ª-²® ° ­¦¨°³¥² ¨¬¥¾¹¨¥±¿  «¼²¥°­ ²¨¢», ¨ ­  ®±­®¢¥ ½²¨µ · ±²­»µ ° ­¦¨°®¢®ª
­³¦­® ¯®±²°®¨²¼ ®¤­³ ¨²®£®¢³¾. � §³¬¥¥²±¿, ª°¨²¥°¨¨ ­¥ ¢±¥£¤  ¿¢«¿¾²±¿ ° ¢­®§­ ·­»¬¨,
²¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, µ®²¥«®±¼ ¡» ¯°¨ ¯°¨­¿²¨¨ °¥¸¥­¨© ³·¨²»¢ ²¼ ¨µ ¢±¥.

�®¯°®¡³¥¬ ²¥¯¥°¼ ¢»¿±­¨²¼, ª ª¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¤®«¦­® ®¡« ¤ ²¼ °¥¸ ¾¹¥¥ ¯° ¢¨«®. �«¿
½²®£® ¢»¿±­¨¬ ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£®, ¯®·¥¬³ ­ ± ­¥ ³±²° ¨¢ ¾² ¯° ¢¨« , ¯°¨¬¥­¿¥¬»¥ ­  ¯° ª²¨ª¥.

� ¨¡®«¥¥ ° ±¯°®±²° ­¥­­»¬ ±°¥¤¨ ² ª¨µ ¯° ¢¨« ¿¢«¿¥²±¿ ¯° ¢¨«® ¯°®±²®£® ¡®«¼¸¨­±²¢ ,
¯°¨¬¥­¿¥¬®¥, ­ ¯°¨¬¥°, ¢ ¡®«¼¸¨­±²¢¥ ±²° ­ ¤«¿ ¢»¡®°  ¤¥¯³² ²®¢ ¯ °« ¬¥­² . �­® § -
ª«¾· ¥²±¿ ¢ ²®¬, ·²® ª ¦¤»© ¨§ £®«®±³¾¹¨µ ­ §»¢ ¥² ­ ¨«³·¸¨© ± ¥£® ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ®¡º¥ª²,
¨ ®¡º¥ª², ­ ¡° ¢¸¨© ­ ¨¡®«¼¸¥¥ ·¨±«® £®«®±®¢, ±·¨² ¥²±¿ ¯®¡¥¤¨²¥«¥¬.

�²®¡» ¯®­¿²¼ ­¥¤®±² ²ª¨ ½²®£® ¯®¤µ®¤ , ° ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ±¨²³ ¶¨¾. �³±²¼ ®¶¥­¨-
¢ ¾²±¿ ²°¨ ®¡º¥ª² : A, B ¨ C, ¯°¨·¥¬ ±°¥¤¨ £®«®±³¾¹¨µ 40% ° ­¦¨°³¾² ¨µ ª ª (A;B;C),
30% | (B;C;A), 30% | (C;B;A). �®£¤  ¯®¡¥¦¤ ¥² ®¡º¥ª² A, ª ª®²®°®¬³ 60% ®¯°®¸¥­­»µ
®²­¥±«¨±¼ ¿¢­® ®²°¨¶ ²¥«¼­®. �¯°®·¥¬, ± ¬®¥ ¯«®µ®¥ ­¥ ½²®,   ²®, ·²® ¥±«¨ ¨±ª«¾·¨²¼ ¨§ £®-
«®±®¢ ­¨¿ «¾¡®© ¨§ ®¡º¥ª²®¢ B ¨«¨ C, ¢°®¤¥ ¡» ­¥ ¨¬¥¾¹¨µ ¸ ­±®¢ ­  ¯®¡¥¤³, ²® °¥§³«¼² ²
£®«®±®¢ ­¨¿ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¤°³£¨¬! � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ª«¾· ¿ ¢ ±¯¨±®ª ¤«¿ £®«®±®¢ ­¨¿ § ¢¥¤®¬®
À­¥¯°®µ®¤­»¥Á ª ­¤¨¤ ²³°», ¬®¦­® ¢«¨¿²¼ ­  °¥§³«¼² ².1

1�²  ±¨²³ ¶¨¿ ®¯¨± ­ , ­ ¯°¨¬¥°, ¢ ° ±±ª §¥ �. �. �¥±²¥°²®­  À�¥« ¿ ¢®°®­ Á.
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�°³£®¥ · ±²® ¯°¨¬¥­¿¥¬®¥ ¯° ¢¨«® ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¥±«¨ ¯°¨ ¯¥°¢®¬ £®«®±®¢ ­¨¨ ­¨-
ª²® ­¥ ¯®«³·¨« ¡®«¥¥ 50% £®«®±®¢, ²® ¤¢  «¨¤¥°  ¢»µ®¤¿² ¢® ¢²®°®© ²³°, ¯®¡¥¤¨²¥«¼ ª®-
²®°®£® ³¦¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯°®±²»¬ ¡®«¼¸¨­±²¢®¬. �«¿  ­ «¨§  ½²®£® ¯° ¢¨«  ° ±±¬®²°¨¬
² ª³¾ ±¨²³ ¶¨¾. �³±²¼ ®¯¿²¼ ®¶¥­¨¢ ¾² ²°¨ ®¡º¥ª² ,   ¬­¥­¨¿ £®«®±³¾¹¨µ ° ±¯°¥¤¥«¥­»
² ª: (A;B;C) | 40%, (B;C;A) | 29%, (C;A;B) | 31%. �®£¤  ¢® ¢²®°®© ²³° ¢»µ®¤¿² A ¨ C,
¯°¨· C ¯®¡¥¦¤ ¥², ¯®«³·¨¢ ¢® ¢²®°®¬ ²³°¥ 60% £®«®±®¢. �¤­ ª® ¥±«¨ ¨±ª«¾·¨²¼ ¨§ ±¯¨±ª 
¤«¿ £®«®±®¢ ­¨¿ ®¡º¥ª² A, ²® ¯®¡¥¤¨²¥«¥¬ ±² ­®¢¨²±¿ B!

�­ «¨§ ½²¨µ ¤¢³µ ¯°¨¬¥°®¢ ¯®§¢®«¿¥² ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ¯¥°¢®¥ ²°¥¡®¢ ­¨¥ ª °¥¸ ¾¹¥¬³
¯° ¢¨«³.

1) �ª±¨®¬  ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨. �¥§³«¼² ² ±° ¢­¥­¨¿ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ®¡º¥ª² ¬¨ A ¨ B ¤®«¦¥­
§ ¢¨±¥²¼ ²®«¼ª® ®² °¥§³«¼² ²®¢ ±° ¢­¥­¨¿ ¨µ ¢ ¨­¤¨¢¨¤³ «¼­»µ ° ­¦¨°®¢ª µ, ­® ­¥ ®² ±° ¢-
­¥­¨© ¨µ ± ¤°³£¨¬¨ ®¡º¥ª² ¬¨.

�¢  ±«¥¤³¾¹¨µ ²°¥¡®¢ ­¨¿ ¿¢«¿¾²±¿ ¡®«¥¥ ®·¥¢¨¤­»¬¨ ¨ ±¯¥¶¨ «¼­»µ ¯®¿±­¥­¨© ­¥ ²°¥-
¡³¾².

2) �ª±¨®¬  ¬®­®²®­­®±²¨. �±«¨ ®¤¨­ ¨§ £®«®±³¾¹¨µ ¨§¬¥­¨« ±¢®¥ ¬­¥­¨¥ ¢ ¯®«¼§³ ®¡º-
¥ª²  A,   ¬­¥­¨¿ ®±² «¼­»µ ­¥ ¨§¬¥­¨«¨±¼, ²® ¢ ¨²®£®¢®© ° ­¦¨°®¢ª¥ ¯®«®¦¥­¨¥ ®¡º¥ª²  A
­¥ ¬®¦¥² ³µ³¤¸¨²¼±¿.

3) �ª±¨®¬  ­¥­ ¢¿§ ­­®±²¨. �«¿ «¾¡®© ¤ ­­®© ° ­¦¨°®¢ª¨ ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®© ­ ¡®° ¨­-
¤¨¢¨¤³ «¼­»µ ° ­¦¨°®¢®ª, ·²® ¨²®£®¢ ¿ ° ­¦¨°®¢ª  ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¤ ­­®©.

�§  ª±¨®¬ 2 ¨ 3 ¢»²¥ª ¥², ¢ · ±²­®±²¨, ·²® ¥±«¨ ¢±¥ ¨­¤¨¢¨¤³ «¼­»¥ ° ­¦¨°®¢ª¨ ±®¢¯ -
¤ ¾², ²® ¨ ¨²®£®¢ ¿ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ­¨¬¨.

�² ª, ­ ¬ ¯°¥¤±²®¨² ­ ©²¨ °¥¸ ¾¹¥¥ ¯° ¢¨«®, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥  ª±¨®¬ ¬ 1{3. �°¥¦¤¥
¢±¥£®, ®²¬¥²¨¬, ·²® ² ª¨¥ ¯° ¢¨«  ±³¹¥±²¢³¾². � ¯°¨¬¥°, ¬®¦­® ¢»¤¥«¨²¼ ®¤­®£® ¨§ £®«®-
±³¾¹¨µ ¨ ¢±¥£¤  ¢»¡¨° ²¼ ¥£® ° ­¦¨°®¢ª³ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¨²®£®¢®©. � ª¨¥ ¯° ¢¨«  ¥±²¥±²¢¥­­®
­ §»¢ ²¼ ¤¨ª² ²®°±ª¨¬¨. � ¤®ª ¦³ ¯®° §¨²¥«¼­»© °¥§³«¼² ²:

�¥®°¥¬ . �¾¡®¥ °¥¸ ¾¹¥¥ ¯° ¢¨«®, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥  ª±¨®¬ ¬ 1{3, ¿¢«¿¥²±¿ ¤¨ª² -

²®°±ª¨¬.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ ­¥ª®²®°®¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® I ¬­®¦¥±²¢  ±³¡º¥ª²®¢ ®¡« ¤ ¥² ±«¥-
¤³¾¹¨¬ ±¢®©±²¢®¬: ¥±«¨ ª ¦¤»© ±³¡º¥ª² ¨§ I ¯°¥¤¯®·¨² ¥² ®¡º¥ª² A ®¡º¥ª²³ B (¢ ¤ «¼­¥©-
¸¥¬ ¡³¤¥¬ ¯¨± ²¼ A > B), ²® ¨ ¢ ¨²®£®¢®© ° ­¦¨°®¢ª¥ A > B. �®£¤  ¬­®¦¥±²¢® I ­ §®¢¥¬
³²¢¥°¦¤ ¾¹¨¬ ¤«¿ ¯ °» A;B.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ ³²¢¥°¦¤ ¾¹¥£® ¬­®¦¥±²¢  ª®°°¥ª²­® ¢ ±¨«³  ª±¨®¬» 1. �°¨ ½²®¬ ®·¥¢¨¤­®,
·²® ³²¢¥°¦¤ ¾¹¨¥ ¬­®¦¥±²¢  ±³¹¥±²¢³¾². � ¯°¨¬¥°, ¬­®¦¥±²¢® ¢±¥µ ®¡º¥ª²®¢ ¿¢«¿¥²±¿
³²¢¥°¦¤ ¾¹¨¬ ¤«¿ «¾¡®© ¯ °».

�±±«¥¤³¥¬ ±¢®©±²¢  ³²¢¥°¦¤ ¾¹¨µ ¬­®¦¥±²¢.
�¥¬¬  1. �±«¨ ¬­®¦¥±²¢® I ³²¢¥°¦¤ ¾¹¥¥ ¤«¿ ­¥ª®²®°®© ¯ °», ²® ®­® ³²¢¥°¦¤ ¾¹¥¥ ¤«¿

«¾¡®© ¯ °».
�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ ¬­®¦¥±²¢® I ³²¢¥°¦¤ ¾¹¥¥ ¤«¿ ¯ °» (C;D). �®ª ¦¥¬ ±­ · « ,

·²® ®­® ³²¢¥°¦¤ ¾¹¥¥ ¤«¿ ¯ °» (C;B) ¯°¨ «¾¡®¬ B. �®«®¦¨¬ ¢ ¨­¤¨¢¨¤³ «¼­»µ ° ­¦¨-
°®¢ª µ C > D > B ¤«¿ ¢±¥µ ±³¡º¥ª²®¢ ¨§ I, D > B > C ¤«¿ ¢±¥µ ±³¡º¥ª²®¢, ­¥ ¢µ®¤¿¹¨µ
¢ I. �®£¤  ¢ ¨²®£®¢®© ° ­¦¨°®¢ª¥ C > D, ² ª ª ª I | ³²¢¥°¦¤ ¾¹¥¥ ¬­®¦¥±²¢® ¤«¿ ¯ °»
(C;D), D > B ¢ ±¨«³  ª±¨®¬ 2, 3. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, C > B. �® ¤«¿ ¢±¥µ ±³¡º¥ª²®¢, ­¥ ¢µ®¤¿¹¨µ
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¢ I, B > C, ². ¥. I | ³²¢¥°¦¤ ¾¹¥¥ ¬­®¦¥±²¢® ¤«¿ ¯ °» (C;B). �­ «®£¨·­® ¬®¦­® ¤®ª § ²¼,
·²® ¥±«¨ I | ³²¢¥°¦¤ ¾¹¥¥ ¬­®¦¥±²¢® ¤«¿ ¯ °» (C;B), ²® ®­® ³²¢¥°¦¤ ¾¹¥¥ ¨ ¤«¿ ¯ °»
(A;B) ¯°¨ «¾¡®¬ A, ·²® ¨ ¤®ª §»¢ ¥² «¥¬¬³ 1.

�®£« ±­® «¥¬¬¥ 1 ¬®¦­® £®¢®°¨²¼ ¯°®±²® ®¡ ³²¢¥°¦¤ ¾¹¨µ ¬­®¦¥±²¢ µ, ­¥ ­ §»¢ ¿ ¯ °»
®¡º¥ª²®¢.

�¥¬¬  2. �¥°¥±¥·¥­¨¥ ¤¢³µ ³²¢¥°¦¤ ¾¹¨µ ¬­®¦¥±²¢ | ³²¢¥°¦¤ ¾¹¥¥ ¬­®¦¥±²¢®.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ I, J | ¤¢  ³²¢¥°¦¤ ¾¹¨µ ¬­®¦¥±²¢ . �®«®¦¨¬ ¤«¿ ±³¡º¥ª²®¢,
¢µ®¤¿¹¨µ ¨ ¢ I, ¨ ¢ J A > B > C, ¤«¿ ±³¡º¥ª²®¢, ¢µ®¤¿¹¨µ ²®«¼ª® ¢ I C > A > B, ¢µ®¤¿¹¨µ
²®«¼ª® ¢ J B > C > A, ¨ ­¥ ¢µ®¤¿¹¨µ ­¨ ¢ I, ­¨ ¢ J C > A > B. �®£¤  ¢ ¨²®£®¢®©
° ­¦¨°®¢ª¥ A>B, ² ª ª ª I ³²¢¥°¦¤ ¾¹¥¥ ¬­®¦¥±²¢®, B > C, ² ª ª ª J ³²¢¥°¦¤ ¾¹¥¥
¬­®¦¥±²¢®, ¨ §­ ·¨², A > C. �® A > C ²®«¼ª® ¤«¿ ±³¡º¥ª²®¢, ¢µ®¤¿¹¨µ ¢ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ I ¨ J .
�¥¬¬  ¤®ª § ­ .

�§ «¥¬¬» 2 ±«¥¤³¥², ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ¬¨­¨¬ «¼­®¥ ³²¢¥°¦¤ ¾¹¥¥ ¬­®¦¥±²¢®, ¿¢«¿¾¹¥¥±¿
¯¥°¥±¥·¥­¨¥¬ ¢±¥µ ³²¢¥°¦¤ ¾¹¨µ ¬­®¦¥±²¢. �§  ª±¨®¬ 2 ¨ 3 ¢»²¥ª ¥², ·²® ½²® ¬­®¦¥±²¢®
­¥ ¯³±²®.

�¥¬¬  3. �¨­¨¬ «¼­®¥ ³²¢¥°¦¤ ¾¹¥¥ ¬­®¦¥±²¢® ±®¤¥°¦¨² ®¤¨­ ½«¥¬¥­².
�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ ½«¥¬¥­² j ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ¬¨­¨¬ «¼­®¬³ ³²¢¥°¦¤ ¾¹¥¬³ ¬­®¦¥±²¢³

V . �®«®¦¨¬ ¤«¿ j A > B > C, ¤«¿ ®±² «¼­»µ ±³¡º¥ª²®¢ ¨§ V B > C > A, ¤«¿ ±³¡º¥ª²®¢,
­¥ ¢µ®¤¿¹¨µ ¢ V C > A > B. �®£¤  ¢ ¨²®£®¢®© ° ­¦¨°®¢ª¥ B > C, ² ª ª ª V ³²¢¥°¦¤ -
¾¹¥¥ ¬­®¦¥±²¢®, A > B, ² ª ª ª ¢ ¯°®²¨¢­®¬ ±«³· ¥ ®ª § «®±¼ ¡», ·²® ¬­®¦¥±²¢® V n fjg
³²¢¥°¦¤ ¾¹¥¥, ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ¬¨­¨¬ «¼­®±²¨ V . �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, A > C. �® ¤«¿ ¢±¥µ
±³¡º¥ª²®¢, ª°®¬¥ j, C > A. �¥¬¬  ¤®ª § ­ .

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®© ±³¡º¥ª² j, ·²® ¤«¿ «¾¡»µ ¤¢³µ ®¡º¥ª²®¢ ¨µ ®²­®±¨²¥«¼-
­®¥ ° ±¯®«®¦¥­¨¥ ¢ ¨²®£®¢®© ° ­¦¨°®¢ª¥ ² ª®¥ ¦¥, ª ª ¨ ¢ ° ­¦¨°®¢ª¥ j. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®,
¨²®£®¢ ¿ ° ­¦¨°®¢ª  ±®¢¯ ¤ ¥² ± ° ­¦¨°®¢ª®© j. �¥®°¥¬  ¤®ª § ­ .

� ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ¯®±²°®¥­¨¿ ¨¤¥ «¼­®© ¨§¡¨° ²¥«¼­®© ±¨±²¥¬» ¯®«³·¥­ ¢¥±¼¬  ®¡¥±ª³° -
¦¨¢ ¾¹¨© °¥§³«¼² ². � ª²¨·¥±ª¨ ®­ ®§­ · ¥², ·²® ¤¥¬®ª° ²¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ±ª°»²®© ´®°¬®©
¤¨ª² ²³°».

�®«¼¸¨© ¯° ª²¨·¥±ª¨© ¨­²¥°¥± ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¯°¨¬¥­¥­¨¥ ¤ ­­®£® °¥§³«¼² ²  ª § ¤ · ¬
¬­®£®ª°¨²¥°¨ «¼­®£® ¢»¡®° . �§ ²¥®°¥¬» ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ ²®£® ·²®¡» ¤¥« ²¼ ­¥¯°®²¨¢®°¥-
·¨¢»© ¢»¡®°, ­¥®¡µ®¤¨¬® ¢»¡° ²¼ ª ª®©-­¨¡³¤¼ ®¤¨­ ª°¨²¥°¨© ¨ °³ª®¢®¤±²¢®¢ ²¼±¿ ²®«¼ª®
¨¬. �¯°®·¥¬, ¥±²¼ ¢®§¬®¦­®±²¼ ³·¨²»¢ ²¼ ®±² «¼­»¥ ª°¨²¥°¨¨, ¯°¥¢° ¹ ¿ ¨µ ¢ ®£° ­¨·¥­¨¿.
� ¯°¨¬¥°, °¥¸ ¾¹¥¥ ¯° ¢¨«® ¤«¿ ¢»¡®°  ª¢ °²¨°» ¬®¦¥² ¢»£«¿¤¥²¼ ² ª: ¢»¡° ²¼ ª¢ °²¨°³
­ ¨¡®«¼¸¥© ¯«®¸ ¤¨ ±°¥¤¨ ° ±¯®«®¦¥­­»µ ¢ ®¯°¥¤¥«¥­­®¬ ° ©®­¥, ­¥ ²°¥¡³¾¹¨µ ª ¯¨² «¼-
­®£® °¥¬®­²  ¨ ±²®¿¹¨µ ­¥ ¤®°®¦¥ § ¤ ­­®© ±³¬¬».

�¤¥« ¥¬ ²¥¯¥°¼ ­¥¡®«¼¸®© ¨±²®°¨·¥±ª¨© ®¡§®°. �®ª § ­­³¾ ¢»¸¥ ²¥®°¥¬³ · ±²® ­ §»¢ -
¾² ²¥®°¥¬®© �°°®³ ¯® ¨¬¥­¨ ¨§¢¥±²­®£®  ¬¥°¨ª ­±ª®£® ¬ ²¥¬ ²¨ª , « ³°¥ ²  �®¡¥«¥¢±ª®©
¯°¥¬¨¨ ¯® ½ª®­®¬¨ª¥. �  ± ¬®¬ ¤¥«¥, °¥§³«¼² ², ¯®«³·¥­­»© �°°®³, ¿¢«¿¥²±¿ ¡®«¥¥ ®¡¹¨¬.
�­ ®²­®±¨²±¿ ª  £°¥£¨°®¢ ­¨¾ ­¥ ²®«¼ª® ° ­¦¨°®¢®ª, ­® ¨ ¯°®¨§¢®«¼­»µ ²° ­§¨²¨¢­»µ ®²-
­®¸¥­¨©.

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ­ ¯°¨¬¥°, ·²® ­ ¸  ¶¥«¼ ­¥ ° ­¦¨°®¢ ²¼ ®¡º¥ª²»,   ° §¡¨²¼ ¨µ ­  ­¥ª®-
²®°®¥, ­¥ § ¤ ­­®¥ § ° ­¥¥ ·¨±«® ª« ±±®¢. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¢±¥ °¥¸ ¾¹¨¥ ¯° ¢¨« , ³¤®¢«¥²¢®-
°¿¾¹¨¥ ²°¥¡®¢ ­¨¿¬,  ­ «®£¨·­»¬  ª±¨®¬ ¬ 1{3, ¨¬¥¾² ±«¥¤³¾¹¨© ¢¨¤: ¢»¡¥°¥¬ ­¥ª®²®°®¥
¯®¤¬­®¦¥±²¢® I ¬­®¦¥±²¢  ±³¡º¥ª²®¢ ¨ ¡³¤¥¬ ¢ª«¾· ²¼ ®¡º¥ª²» A ¨ B ¢ ®¤¨­ ª« ±± ²®£¤  ¨
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²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¨µ ¢ª«¾· ¾² ¢ ®¤¨­ ª« ±± ¢±¥ ±³¡º¥ª²» ¨§ I. �«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¤®±² -
²®·­® ­¥§­ ·¨²¥«¼­® ¨§¬¥­¨²¼ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  «¥¬¬ 1 ¨ 2. �®¤°®¡­¥¥ ®¡ ½²®¬ ¬®¦­® ¯°®·¨-
² ²¼ ¢ [1]. �²® ª ± ¥²±¿ ¤®ª § ­­®£® · ±²­®£® ±«³· ¿, ²® ¥£® ¢¯®«­¥ ¬®¦­® ±¢¿§ ²¼ ± ¨¬¥­¥¬
§­ ¬¥­¨²®£® ´° ­¶³§±ª®£® ´¨«®±®´  18 ¢¥ª  �®­¤®°±¥, ª®²®°»© ¯¥°¢»¬ ±´®°¬³«¨°®¢ « ¯ -
° ¤®ª± ¢®§­¨ª­®¢¥­¨¿ ­¥²° ­§¨²¨¢­®±²¨ ¯°¨ ¯°¨¬¥­¥­¨¨ ¯° ¢¨«  ¡®«¼¸¨­±²¢ . � ¯°¨¬¥°,
¥±«¨ ²°¨ ±³¡º¥ª²  ¤ ¾² ±«¥¤³¾¹¨¥ ° ­¦¨°®¢ª¨ ²°¥µ ®¡º¥ª²®¢: A > B > C, B > C > A,
C > A > B, ²® ¯°¨¬¥­¥­¨¥ ¯° ¢¨«  ¡®«¼¸¨­±²¢  ¤ ¥² A > B, B > C, ­® C > A. �¥²°³¤­®
§ ¬¥²¨²¼, ·²® ¨¬¥­­® ¯ ° ¤®ª± �®­¤®°±¥ ¡»« ®±­®¢­»¬ ¨­±²°³¬¥­²®¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥-
®°¥¬». �­²¥°¥±­® ®²¬¥²¨²¼, ·²® ª®£¤  ¢® �° ­¶¨¨ ¯°®¨§®¸«  °¥¢®«¾¶¨¿ ¨ ³±² ­®¢¨« ±¼
¤¥¬®ª° ²¨¿, �®­¤®°±¥ ¡»« ª §­¥­.

�¨²³ ¶¨¨, ±µ®¦¨¥ ± ¯ ° ¤®ª±®¬ �®­¤®°±¥, ¢®§­¨ª ¾² ¢ ° §«¨·­»µ ¨£°®¢»µ § ¤ · µ. �®²
­¥±ª®«¼ª® ¯°¨¬¥°®¢.

�  ¦¥«¥§­®© ¤®°®£¨, ¨¬¥¾¹¥© ´®°¬³ ®ª°³¦­®±²¨, ¢ ¢¥°¸¨­ µ ¯° ¢¨«¼­®£® ²°¥³£®«¼­¨ª 
° ±¯®«®¦¥­» ±² ­¶¨¨ A, B, C. �§¤¿¹¨© ¯® ¤®°®£¥ ¥¤¨­±²¢¥­­»© ¯®¥§¤ ¯°®µ®¤¨² ¨µ ¨¬¥­­®
¢ ² ª®¬ ¯®°¿¤ª¥. �¢  ¯ ±± ¦¨°  ®¤­®¢°¥¬¥­­® ¢µ®¤¿² ­  ¤¢¥ ° §­»¥ ±² ­¶¨¨, ¨ ²®², ª²®
¯¥°¢»¬ ¢µ®¤¨² ¢ ¯®¥§¤, ¢»¨£°»¢ ¥². �·¥¢¨¤­®, ·²® ¢»£®¤­¥¥ ¢µ®¤¨²¼ ­  ±² ­¶¨¨ A, ·¥¬ ­ 
±² ­¶¨¨ B, ­  ±² ­¶¨¨ B, ·¥¬ C, ­  ±² ­¶¨¨ C, ·¥¬ A.

�°¨ ª®¬ ­¤» ±®±²®¿² ¨§ 3 ²¥­­¨±¨±²®¢ ª ¦¤ ¿. �¨«» ²¥­­¨±¨±²®¢ ¢ ª®¬ ­¤¥ A ° ¢­» 1, 6
¨ 8; ¢ ª®¬ ­¤¥ B | 3, 5 ¨ 7; ¢ ª®¬ ­¤¥ C | 2, 4 ¨ 9. � ²· ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ª®¬ ­¤ ¬¨ ±®±²®¨² ¨§
9 ¯®¥¤¨­ª®¢ ª ¦¤®£® ¨£°®ª  ¯¥°¢®© ª®¬ ­¤» ± ª ¦¤»¬ ¨£°®ª®¬ ¢²®°®©. �±«¨ ¡®«¥¥ ±¨«¼­»©
¨£°®ª ¢±¥£¤  ¢»¨£°»¢ ¥² ³ ¡®«¥¥ ±« ¡®£®, ²® A ¯®¡¥¦¤ ¥² B, B | C ¨ C | A ±® ±·¥²®¬ 5:4.

�±«¨ 3 ° §  ¡°®±¨²¼ ¬®­¥²³, ²® ¢®§¬®¦­» 8 ° §«¨·­»µ ±¥°¨© | ���, ���, . . . , ���. �¢ 
¨£°®ª  ¢»¡¨° ¾² ¯® ®¤­®© ±¥°¨¨ ª ¦¤»©, ¨ ¬®­¥²  ¡°®± ¥²±¿ ¤® ²¥µ ¯®°, ¯®ª  ¢ 3 ¯®±«¥¤®¢ -
²¥«¼­»µ ¡°®±ª µ ­¥ ¢»¯ ¤¥² ®¤­  ¨§ ¢»¡° ­­»µ ±¥°¨©. �£°®ª, ·¼¿ ±¥°¨¿ ¢»¯ « , ¢»¨£°»¢ ¥².
�ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ª ª³¾ ¡» ±¥°¨¾ ­¨ ¢»¡° « ¯¥°¢»© ¨£°®ª, ¢²®°®© ¢±¥£¤  ¬®¦¥² ®¡¥±¯¥·¨²¼
±¥¡¥ ­¥ ¬¥­¼¸¥ 60% ¸ ­±®¢ ­  ¢»¨£°»¸. �®«¥¥ ¯®¤°®¡­® ½²  ¨£°  ° §®¡° ­  ¢ [2].

�®±«¥ ¯°¨¢¥¤¥­­»µ ¯°¨¬¥°®¢ ³¦¥ ­¥ ¤®«¦­  ¢»§»¢ ²¼ ³¤¨¢«¥­¨¿ ­¥²° ­§¨²¨¢­®±²¼, ­ -
¯°¨¬¥°, °¥ «¼­»µ ±¯®°²¨¢­»µ ²³°­¨°®¢. �¤­ ª®, ¢®§­¨ª ¥² ¢®¯°®±, ­¥«¼§¿ «¨ ½²³ ­¥²° ­§¨-
²¨¢­®±²¼ ¨§¬¥°¨²¼. �®ª ¦¥¬, ª ª ¬®¦­® °¥¸¨²¼ ½²³ § ¤ ·³.

� ±±¬®²°¨¬ ±­ · «  ²³°­¨° ¡¥§ ­¨·¼¨µ, ¢ ª®²®°®¬ §  ¯®¡¥¤³ ¯°¨±³¦¤ ¥²±¿ 1 ®·ª®,  
§  ¯®° ¦¥­¨¥ | 0 ®·ª®¢. �±²¥±²¢¥­­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ±²¥¯¥­¼ ¥£® ­¥²° ­§¨²¨¢­®±²¨, ª ª ·¨±«®
­¥²° ­§¨²¨¢­»µ ²°®¥ª. �¤­ ª®, ·¨±«® ° §«¨·­»µ ²°®¥ª ¡»±²°® ¢®§° ±² ¥² ± °®±²®¬ ·¨±« 
³· ±²­¨ª®¢ ²³°­¨°  (¯°¨ n ³· ±²­¨ª µ ®­® ° ¢­® n(n�1)(n�2)=6), ¯®½²®¬³ ¢®§­¨ª ¥² ¢®¯°®±,
±³¹¥±²¢³¥² «¨ ¡®«¥¥ ¯°®±²®© ±¯®±®¡ ¢»·¨±«¥­¨¿ ­¥²° ­§¨²¨¢­®±²¨. �²¢¥² ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹ ¿
´®°¬³« 

NT = n(n� 1)(2n� 1)=12�
P
s2
i
=2 (1)

£¤¥ NT | ·¨±«® ­¥²° ­§¨²¨¢­»µ ²°®¥ª n | ·¨±«® ³· ±²­¨ª®¢ ²³°­¨°  si | ª®«¨·¥±²¢®
®·ª®¢, ­ ¡° ­­»µ i-»¬ ³· ±²­¨ª®¬.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ ¢±¥ ¯ °²¨¨ ª°®¬¥ ¯ °²¨¨ ³· ±²­¨ª®¢ ± ­®¬¥° ¬¨ 1 ¨ 2 ±»£° ­».
�·¥¢¨¤­®, ·²® °¥§³«¼² ² ¯®±«¥¤­¥© ¯ °²¨¨ ¢«¨¿¥² ­  ²° ­§¨²¨¢­®±²¼ ²®«¼ª® ²¥µ ²°®¥ª, ¢
ª®²®°»¥ ¢µ®¤¿² ®¡  ¥¥ ³· ±²­¨ª . �³±²¼ ¢ ¯ °²¨¿µ ± ®±² «¼­»¬¨ ³· ±²­¨ª ¬¨ 1 ¨ 2 ­ ¡° «¨
±®®²¢¥²±²¢¥­­® s1 ¨ s2 ®·ª®¢, ¯°¨·¥¬ ·¨±«® ³· ±²­¨ª®¢, ³ ª®²®°»µ ®­¨ ®¡  ¢»¨£° «¨ ° ¢­®
x11, ·¨±«® ³· ±²­¨ª®¢, ³ ª®²®°»µ 1-»© ¢»¨£° «,   2-®© ¯°®¨£° « | x12, 2-®© ¢»¨£° «,   1-
»© ¯°®¨£° « | x21, ®¡  ¯°®¨£° «¨ | x22. �±­®, ·²® ¢»¯®«­¿¾²±¿ ±®®²­®¸¥­¨¿:

x11 + x12 = s1
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x11 + x21 = s2
x11 + x12 + x21 + x22 = n� 2
�²¨ ±®®²­®¸¥­¨¿ ¯®ª §»¢ ¾², ·²® ¥±«¨ s1, s2 ¨§¢¥±²­», ²®, §­ ¿ ®¤­® ¨§ ·¨±¥« x11, x12,

x21, x22, ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ®±² «¼­»¥. � · ±²­®±²¨ x12 = n�2�s2�x22, x21 = n�2�s1�x22.
� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ° §«¨·­»¥ ¨±µ®¤» ¯®±«¥¤­¥© ¯ °²¨¨.
1) �®¡¥¤  ¨£°®ª  1. � ½²®¬ ±«³· ¥ 1-© ­ ¡¨° ¥² s1 + 1 ®·ª®, ³ 2-£® ®±² ¥²±¿ s2. �° ¢ ¿

· ±²¼ ´®°¬³«» (1) ¯°¨­¨¬ ¥² ¢¨¤:

C1 � (s1 + 1)2=2� s2
2
=2

£¤¥ C1 | ¯®«³±³¬¬  ª¢ ¤° ²®¢ ®·ª®¢ ®±² «¼­»µ ³· ±²­¨ª®¢, ­¥ § ¢¨±¿¹ ¿ ®² ¨±µ®¤  ¯®-
±«¥¤­¥© ¯ °²¨¨.

�°®©ª  ± ³· ±²¨¥¬ 1-£® ¨ 2-£® ¡³¤¥² ­¥²° ­§¨²¨¢­®© ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ²°¥²¨©
¥¥ ³· ±²­¨ª ¢»¨£°»¢ ¥² ³ 1-£® ¨ ¯°®¨£°»¢ ¥² 2-¬³. �®±ª®«¼ª³ ·¨±«® ² ª¨µ ²°®¥ª ° ¢­® x21,
«¥¢³¾ · ±²¼ ´®°¬³«» ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥ C2 + x21, £¤¥ C2 ­¥ § ¢¨±¨² ®² ¨±µ®¤  ¯ °²¨¨.

2) �®¡¥¤  ¨£°®ª  2. � ±±³¦¤ ¿  ­ «®£¨·­®, ¯®«³· ¥¬ ¤«¿ ¯° ¢®© · ±²¨ (1)

C1 � (s2 + 1)2=2� s2
1
=2;

  ¤«¿ «¥¢®© C2 + x12.
�±¯®«¼§³¿ ­ ©¤¥­­»¥ ° ­¥¥ ¢»° ¦¥­¨¿ ¤«¿ x12; x21, ¯®«³· ¥¬, ·²® ° §­®±²¼ «¥¢®© ¨ ¯° ¢®©

· ±²¨ ¢ ®¡®¨µ ±«³· ¿µ ° ¢­ :

C2 � C1 + s2
1
=2 + s2

2
=2 + 1=2 + n� 2� x22

� ª¨¬ ®¡° §®¬ ½²  ° §­®±²¼ ­¥ § ¢¨±¨² ®² °¥§³«¼² ²  ¯°®¨§¢®«¼­®© ¯ °²¨¨, ¨, §­ ·¨²,
®¤¨­ ª®¢  ¤«¿ ¢±¥µ ²³°­¨°®¢. � ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ²³°­¨°, ¢ ª®²®°®¬ ¯¥°¢»© ³· ±²­¨ª ¢»-
¨£° « ³ ¢±¥µ ®±² «¼­»µ, ¢²®°®© ³ ¢±¥µ ª°®¬¥ ¯¥°¢®£® ¨ ².¤. �«¿ ½²®£® ²³°­¨°  ·¨±«® ­¥-
²° ­§¨²¨¢­»µ ²°®¥ª ° ¢­® ­³«¾,   ª®«¨·¥±²¢  ®·ª®¢ s1 = n � 1, s2 = n � 2, . . . ,sn = 0.
�±¯®«¼§³¿ ´®°¬³«³ ±³¬¬» ª¢ ¤° ²®¢ ­ ²³° «¼­®£® °¿¤ , ³¡¥¦¤ ¥¬±¿, ·²® ´®°¬³«  (1) ¤«¿
½²®£® ²³°­¨°  ¢¥°­ . �«¥¤®¢ ²¥«¼­® ®­  ¢¥°­  ¤«¿ ¢±¥µ ²³°­¨°®¢.

�§ ´®°¬³«» (1) ±«¥¤³¥², ·²® ¬ ª±¨¬ «¼­®¥ ·¨±«® ­¥²° ­§¨²¨¢­»µ ²°®¥ª ° ¢­® (n3�n)=24
¯°¨ ­¥·¥²­®¬ n ¨ (n3 � 4n)=24 ¯°¨ ·¥²­®¬.

�¥°¥©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ²³°­¨° ¬ ± ­¨·¼¨¬¨. �°¥¦¤¥ ¢±¥£® § ¬¥²¨¬, ·²® §­ ²¼ ª®«¨·¥±²¢®
®·ª®¢, ­ ¡° ­­»µ ª ¦¤»¬ ³· ±²­¨ª®¬, ¿¢­® ­¥¤®±² ²®·­®. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ° ±±¬®²°¨¬ ¤¢ 
²³°­¨°  ± n = 3 ¨ ² ª¨¬¨ ² ¡«¨¶ ¬¨:

- 1 0
0 - 1
1 0 -

- 1/2 1/2
1/2 - 1/2
1/2 1/2 -

�®«¨·¥±²¢  ­ ¡° ­­»µ ³· ±²­¨ª ¬¨ ®·ª®¢ ¢ ½²¨µ ²³°­¨° µ ±®¢¯ ¤ ¾², ­® ¢ ¯¥°¢®© ²°®©ª¥
²° ­§¨²¨¢­®±²¼ ­ °³¸¥­ ,   ¢® ¢²®°®© ­¥².

�®½²®¬³ ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¤«¿ ª ¦¤®£® ³· ±²­¨ª  ­ ¬ ¨§¢¥±²­® ­¥ ²®«¼ª® ª®«¨·¥±²¢®
­ ¡° ­­»µ ®·ª®¢, ­® ¨ ª®«¨·¥±²¢® ¢»¨£°»¸¥©, ­¨·¼¨µ ¨ ¯®° ¦¥­¨©, ±®®²¢¥²±²¢¥­­® vi, ni,
pi. � §³¬¥¥²±¿, ¤«¿ «¾¡®£® i | vi + ni + pi = n� 1.

�¥¯¥°¼ ­¥®¡µ®¤¨¬® ³²®·­¨²¼ ¯®­¿²¨¥ ±²¥¯¥­¨ ­¥«®£¨·­®±²¨. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¢ ®²«¨·¨¥
®² ²³°­¨°  ¡¥§ ­¨·¼¨µ ¢ ²³°­¨°¥ ± ­¨·¼¨¬¨ ¢®§¬®¦­» ²°¨ ²¨¯  ­¥²° ­§¨²¨¢­»µ ²°®¥ª,  
¨¬¥­­®:
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- 1 0
0 - 1
1 0 -

- 1 1/2
0 - 1
1/2 0 -

- 1/2 1
1/2 - 1/2
0 1/2 -

�·¨² ²¼ ¢ª« ¤ ¢±¥µ ½²¨µ ²°®¥ª ¢ ®¡¹³¾ ­¥«®£¨·­®±²¼ ®¤¨­ ª®¢»¬ ¢°¿¤ «¨ ° §³¬­®. �¥°-
¢ ¿ ²°®©ª  ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ­ ¨¡®«¥¥ ­¥²° ­§¨²¨¢­®©,   ²°¥²¼¿ | ­ ¨¬¥­¥¥. �®½²®¬³ ¨¬¥¥²
±¬»±« ¯°¨¯¨± ²¼ ²°®©ª ¬ ¯¥°¢®£® ²¨¯  ¢¥± 1, ¢²®°®£® x, ²°¥²¼¥£® y, £¤¥ y 6 x 6 1. �»-
¡®° ½²¨µ ¢¥±®¢ ¬®¦¥² ¤¨ª²®¢ ²¼±¿ ° §«¨·­»¬¨ ±®®¡° ¦¥­¨¿¬¨, ­® ®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ±²¥¯¥­¼
­¥«®£¨·­®±²¨ ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ vi, ni, pi «¨¸¼ ¢ ®¤­®¬ ±«³· ¥. �²®¡» ³¡¥¤¨²¼±¿ ¢ ½²®¬, ° ±-
±¬®²°¨¬ ¤¢¥ ¯ °» ²³°­¨°®¢:

1) - 1/2 1/2 1/2 1
1/2 - 1 0 1/2
1/2 0 - 1 1/2
1/2 1 0 - 1/2
0 1/2 1/2 1/2 -

- 1 1/2 1/2 1/2
0 - 1 1/2 1/2
1/2 0 - 1 1/2
1/2 1/2 0 - 1
1/2 1/2 1/2 0 -

2) - 1/2 1/2 1 1
1/2 - 1 0 1
1/2 0 - 1 1/2
0 1 0 - 1/2
0 0 1/2 1/2 -

- 1 1 1/2 1/2
0 - 1/2 1 1
0 1/2 - 1 1/2
1/2 0 0 - 1
1/2 0 1/2 0 -

� ®¡¥¨µ ¯ ° µ ·¨±«  vi, ni, pi ±®¢¯ ¤ ¾² ¤«¿ ¢±¥µ i. �¥¯®±°¥¤±²¢¥­­® ¯¥°¥¡° ¢ ¢±¥ ²°®©ª¨
¨ ¯°¨° ¢­¿¢ ¤«¿ ª ¦¤®© ¯ °» ±³¬¬ °­»¥ ­¥²° ­§¨²¨¢­®±²¨, ¯®«³·¨¬:

1 + 9y = 3x + 6y
1 + 2x + 3y = 4x+ 3y
�¥¸¨¢ ½²³ ±¨±²¥¬³, ¯®«³·¨¬ x = 1=2, y = 1=6.
�±² «®±¼ ¢»¿±­¨²¼, ±³¹¥±²¢³¥² «¨ ¯°¨ ² ª¨µ ¢¥± µ ´®°¬³« ,  ­ «®£¨·­ ¿ (1). �²¢¥² ­ 

½²®² ¢®¯°®± ¯®«®¦¨²¥«¼­»©. �°¨¢¥¤¥¬ °¥§³«¼² ²:
NT = ((n3 � n)�

P
ni(ni + 2)� 3

P
(vi � pi)

2)=24 (2)
�®°¬³«  (2) ¤®ª §»¢ ¥²±¿  ­ «®£¨·­® (1). �®¤°®¡­¥¥ ®¡ ½²®¬ ¬®¦­® ¯°®·¨² ²¼ ¢ [3].
�±±«¥¤®¢ ¢ ´®°¬³«³ (2), ¬®¦­® ³¢¨¤¥²¼, ·²® ¬ ª±¨¬ «¼­ ¿ ­¥²° ­§¨²¨¢­®±²¼ ¤«¿ ²³°­¨° 

¡¥§ ­¨·¼¨µ, ² ª ¿ ¦¥, ª ª ¤«¿ ²³°­¨°  ± ­¨·¼¨¬¨. �°¨ ­¥·¥²­®¬ n ®­  ¤®±²¨£ ¥²±¿, ¥±«¨ ¯°¨
¢±¥µ i ni = 0, vi = pi = (n� 1)=2, ¯°¨ ·¥²­®¬, ¥±«¨ ¯°¨ ¢±¥µ i «¨¡® ni = 0, (vi � pi)

2 = 1, «¨¡®
ni = 1, vi = pi = (n� 2)=2.

� § ª«¾·¥­¨¥ ­¥±ª®«¼ª® ±«®¢ ® ¯° ª²¨·¥±ª®© §­ ·¨¬®±²¨ ¯°¨¢¥¤¥­­»µ °¥§³«¼² ²®¢. �®-
­¥·­®, ¨§¬¥°¿²¼ ¯°®²¨¢®°¥·¨¢®±²¼ ±¯®°²¨¢­»µ ²³°­¨°®¢ ­¨ª®¬³ ­¥ ­³¦­®. �¤­ ª®, ¥±²¼
®¡« ±²¼ ¯°¨ª« ¤­®© ¬ ²¥¬ ²¨ª¨, °¥ «¼­® ¨±¯®«¼§³¾¹ ¿ ½²¨ °¥§³«¼² ²». �²® ²¥®°¨¿ ½ª±-
¯¥°²­»µ ®¶¥­®ª. �® ¬­®£¨µ ¯°¨ª« ¤­»µ § ¤ · µ ²°¥¡³¥²±¿ ¢»¡° ²¼ ­ ¨«³·¸¨© ¨§ ­¥ª®²®-
°»µ ®¡º¥ª²®¢, ¯°¨·¥¬ ¢»¡®° ¿¢«¿¥²±¿ ­¥´®°¬ «¨§®¢ ­­»¬ ¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ®±³¹¥±²¢«¥­ ²®«¼ª®
± ¯®¬®¹¼¾ ½ª±¯¥°²®¢. �¯»² ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ½ª±¯¥°²³ «¥£·¥ ®²¢¥²¨²¼ ­  ¢®¯°®±, ª ª®© ¨§
¤¢³µ ®¡º¥ª²®¢ ¿¢«¿¥²±¿ «³·¸¨¬, ·¥¬ ±° ¢­¨¢ ²¼ ±° §³ ­¥±ª®«¼ª® ®¡º¥ª²®¢. �®½²®¬³, ª®£¤ 
·¨±«® ±° ¢­¨¢ ¥¬»µ ®¡º¥ª²®¢ ­¥ ®·¥­¼ ¢¥«¨ª®, ¶¥«¥±®®¡° §­® ¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ² ª ­ §»¢ ¥¬»¬
¬¥²®¤®¬ ¯ °­»µ ±° ¢­¥­¨©, ¯°¨ ª®²®°®¬ ½ª±¯¥°²³ ¯°¥¤º¿¢«¿¾²±¿ ¢±¥ ¯ °» ¢®§¬®¦­»µ ®¡º-
¥ª²®¢ ¨ ¥£® ®²¢¥²» § ­®±¿²±¿ ¢ ² ¡«¨¶³ ²¨¯  ²³°­¨°­®©. �°¨ ½²®¬ ½ª±¯¥°²³ ¬®¦¥² ° §°¥-
¸ ²¼±¿ ¨«¨ ­¥ ° §°¥¸ ²¼±¿ ®¡º¿¢«¿²¼ ®¡º¥ª²» ° ¢­®¶¥­­»¬¨, ·²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ²³°­¨° ¬
¡¥§ ­¨·¼¨µ ¨ ± ­¨·¼¨¬¨. �²®¡» ­  ®±­®¢ ­¨¨ ®²¢¥²®¢ ½ª±¯¥°²  ¬®¦­® ¡»«® ±¤¥« ²¼ ®¡®±­®-
¢ ­­»© ¢»¡®°, ­¥®¡µ®¤¨¬®, ·²®¡» ®­¨ ¡»«¨ ¤®±² ²®·­® «®£¨·­». �«¿ ¯°®¢¥°ª¨ «®£¨·­®±²¨
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¨ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ´®°¬³«  (1), ª®²®°³¾ ¬®¦­® ­ ©²¨ ¢ ¡®«¼¸¨­±²¢¥ ª­¨£ ¯® ¬¥²®¤³ ¯ °­»µ
±° ¢­¥­¨©. � ª ¯° ¢¨«®, ¯°¨ ¯°®¢¥¤¥­¨¨ ½ª±¯¥°²¨§ ®¯° ¸¨¢ ¾²±¿ ­¥±ª®«¼ª® ½ª±¯¥°²®¢, ¯®-
±«¥ ·¥£® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª®««¥ª²¨¢­®¥ ¬­¥­¨¥. � ¬¥²®¤¥ ¯ °­»µ ±° ¢­¥­¨© ½ª±¯¥°²», ³ ª®²®°»µ
·¨±«® ­¥²° ­§¨²¨¢­»µ ²°®¥ª ¯°¥¢»¸ ¥² ­¥ª®²®°®¥ ª°¨²¨·¥±ª®¥ §­ ·¥­¨¥ ¨±ª«¾· ¾²±¿ ¨§
° ±±¬®²°¥­¨¿,   ¬­¥­¨¿ ®±² «¼­»µ ³·¨²»¢ ¾²±¿ ± ° §«¨·­»¬¨ ¢¥± ¬¨ (¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²®
¡®«¼¸®¥ ·¨±«® ­¥²° ­§¨²¨¢­»µ ²°®¥ª ±¢¨¤¥²¥«¼±²¢³¥² ® ­¥¢»±®ª®© ª®¬¯¥²¥­²­®±²¨ ½ª±¯¥°² ,
¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¥£® ¬­¥­¨¥ ¨¬¥¥² ­¥¡®«¼¸®© ¢¥±). �°¨¬¥­¿¥²±¿ «¨ ¤«¿ ±° ¢­¥­¨© ± ­¨·¼¨-
¬¨ ´®°¬³«  (2), ¬­¥ ­¥¨§¢¥±²­®. �¯°®·¥¬, ±«¥¤³¥² ®²¬¥²¨²¼ ¥¥ ¨±ª³±±²¢¥­­®±²¼, ±¢¿§ ­­³¾
± ¢»¡®°®¬ ¢¥±®¢ ¤«¿ ²°®¥ª ° §­»µ ²¨¯®¢. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ²® ·²® ­¥²° ­§¨²¨¢­®±²¼ ²°®©ª¨
¢²®°®£® ²¨¯  ¢¤¢®¥ ¬¥­¼¸¥, ·¥¬ ¯¥°¢®£®, ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¤®±² ²®·­® ° §³¬­»¬, ­® ¯®·¥¬³
²°®©ª  ²°¥²¼¥£® ²¨¯  ¤®«¦­  ¨¬¥²¼ ­¥²° ­§¨²¨¢­®±²¼ 1=6, ®±² ¥²±¿ ¬ «®¯®­¿²­»¬. �±«¨
³¤ ±²±¿ ­ ©²¨ ¤®¢®¤» ¢ ¯®«¼§³ ² ª®£® ¢¥± , ¶¥­­®±²¼ ´®°¬³«» (2) §­ ·¨²¥«¼­® ¢®§° ±²¥².
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