
           117049 Ìîñêâà, Ìàðîíîâñêèé ïåð., ä. 26
       òåë. : [095] 238-24-56;  e-mail:  byalko@landau.ac.ru

¹ 6 - 1999 ã.

Â.Ï. Èëüèí

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà:
îò Ãàóññà

äî ñóïåðêîìïüþòåðîâ áóäóùåãî

© Ïðèðîäà

Èñïîëüçîâàíèå èëè ðàñïðîñòðàíåíèå ýòîãî ìàòåðèàëà
â êîììåð÷åñêèõ öåëÿõ

âîçìîæíî ëèøü ñ ðàçðåøåíèÿ ðåäàêöèè

Îáðàçîâàòåëüíûé ñåòåâîé âûïóñê

VIVOS VOCO!  - ÇÎÂÓ ÆÈÂÛÕ!
http://www.techno.ru/vivovoco



ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ. ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ Ïðèðîäà, 1999, ¹ 6      11

...Ïîâåðèë

ß àëãåáðîé ãàðìîíèþ

À.Ñ.Ïóøêèí

ÂÂÅÄÅÍÈÅ: ÈÑÒÎÐÈß, ÏÐÅÄÏÎÑÛËÊÈ

È ÏÐÎÁËÅÌÛ

Çàäà÷à ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
(ÑËÀÓ) èìååò íåçàïàìÿòíóþ èñòîðèþ.
Êëàññè÷åñêèé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ, àêòèâ-
íî ðàçâèâàåìûé è èçó÷àåìûé äàæå â
íàøè äíè, áûë îòêðûò Ê.Ãàóññîì â 1849
ã. Îäíàêî åùå çà 2000 ëåò äî ýòîãî â
Äðåâíåì Êèòàå èçäàíû �Äåâÿòü êíèã î
ìàòåìàòè÷åñêîì èñêóññòâå�, ãäå ýòîò
àëãîðèòì óæå èçëîæåí â õàðàêòåðíîé äëÿ
ñâîåãî âðåìåíè �íàòóðàëüíîé� ôîðìå, íî
ôàêòè÷åñêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðè÷íûõ
ïðåîáðàçîâàíèé.

Âïëîòü äî íà÷àëà XX â. àëãåáðà
îñòàâàëàñü �íàóêîé î ðåøåíèè óðàâíå-
íèé�, ïîñëå ÷åãî ïðîèçîøëî åå ðàçäåëå-
íèå íà âûñøóþ àëãåáðó (îïåðàöèè ñ
àáñòðàêòíûìè îáúåêòàìè ðàçëè÷íîé ïðè-
ðîäû) è ëèíåéíóþ, îñíîâà êîòîðîé �
ìàòðè÷íîå èñ÷èñëåíèå.

Ñòàíîâëåíèå ñîâðåìåííûõ âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû
ìîæíî ñ÷èòàòü ñîñòîÿâøèìñÿ ïîñëå âû-
õîäà â 1960 ã. êíèãè Ä.Ê. è Â.Í.Ôàääå-
åâûõ ñ îäíîèìåííûì íàçâàíèåì, ïî êî-
òîðîé ó÷èëîñü íå îäíî ïîêîëåíèå ðîñ-
ñèéñêèõ è çàðóáåæíûõ ìàòåìàòèêîâ.
Íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî àêòóàëüíûå
ïðîáëåìû âû÷èñëèòåëüíîé àëãåáðû èìå-
þò ôóíäàìåíòàëüíûé õàðàêòåð íå òîëüêî
ïîòîìó, ÷òî òåêóùàÿ êîìïüþòåðèçàöèÿ
ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé çíàíèé â çíà÷èòåëü-
íîé ñòåïåíè ñâîäèòñÿ ê âåêòîðíî-ìàò-
ðè÷íûì ïðîöåäóðàì. Èçó÷åíèå ìàòðèö,
ÿâëÿþùèõñÿ îïåðàòîðàìè â ïðîñòåéøèõ
êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïîçâîëÿ-
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Âàëåðèé Ïàâëîâè÷ Èëüèí, äîê-
òîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, ïðîôåññîð, ãëàâíûé íà-
ó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà
âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè
è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçêè
ÑÎ ÐÀÍ. Îáëàñòü íàó÷íûõ
èíòåðåñîâ � âû÷èñëèòåëüíàÿ
ìàòåìàòèêà, èíôîðìàòèêà,
ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâà-
íèå. Àâòîð áîëåå 250 íàó÷íûõ
ñòàòåé è äåâÿòè ìîíîãðàôèé
(÷àñòü èç íèõ íàïèñàíà â ñî-
àâòîðñòâå).
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1 2 Â.Ï.Èëüèí

åò îáíàðóæèòü íàèáîëåå ãëóáîêèå è òîí-
êèå ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúeêòîâ,
èìåþùèõ ñâîå çíà÷åíèå äëÿ ôóíêöèî-
íàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè àïïðîêñèìà-
öèè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ò.ä.

Ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ îçíàìåíî-
âàíû áóðíûì ðàçâèòèåì ÷èñëåííûõ ìå-
òîäîâ, íàøåäøèõ îòðàæåíèå â êíèãàõ
Ã.È.Ìàð÷óêà, À.À.Ñàìàðñêîãî, Ñ.Ê.Ãîäóíî-
âà, Äæ.Ãîëóáà, Î.Àêñåëüñîíà è äð. Â
ðàìêàõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
ÑËÀÓ çíà÷èòåëüíûå ïðîäâèæåíèÿ äîñòèã-
íóòû â òàêèõ ñîâðåìåííûõ íàïðàâëåíè-
ÿõ, êàê àëãîðèòìû ñîïðÿæåííûõ íàïðàâ-
ëåíèé, ïîñëåäîâàòåëüíîé è ñèììåòðè÷-
íîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè, íåÿâíûå
àëãîðèòìû ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé è
ìåòîäû íåïîëíîé ôàêòîðèçàöèè.

Íåñìîòðÿ íà èìåþùèåñÿ â ýòîé
îáëàñòè òåîðåòè÷åñêèå äîñòèæåíèÿ, à
òàêæå íà áóðíûé ðîñò ìèðîâûõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ ìîùíîñòåé, ïðîáëåìà êîíñòðó-
èðîâàíèÿ è èññëåäîâàíèÿ íîâûõ áûñò-
ðûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ íå òåðÿ-
åò ñâîåé àêòóàëüíîñòè, è ïîòîê
ïóáëèêàöèé ïî ýòîé òåìàòèêå òîëüêî óâå-
ëè÷èâàåòñÿ. Äåëî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî
âîçíèêàþùèå ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è íàðÿ-
äó ñ óñëîæíåíèåì âû÷èñëèòåëüíûõ ïðî-
öåäóð òðåáóþò îò ìåòîäîâ ðåøåíèÿ âñå
áîëüøåé òî÷íîñòè è íàäåæíîñòè. Êàê
ãîâîðèòñÿ, àïïåòèò ïðèõîäèò âî âðåìÿ
åäû, è ñ ýòèì ñâÿçàí òîò óíèêàëüíûé
ôåíîìåí, ÷òî, íåâçèðàÿ íà ïîÿâëåíèå
âñå íîâûõ ïîêîëåíèé ÝÂÌ, çà ïîñëåäíèå
50 ëåò ðåøåíèå �áîëüøèõ� (íà òåêóùèé
ìîìåíò) çàäà÷ âñåãäà çàíèìàëî ïðèìåð-
íî îäèíàêîâîå àñòðîíîìè÷åñêîå âðåìÿ.

Îáðàçíî ãîâîðÿ, ìîæíî ñôîðìóëè-
ðîâàòü òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè ïåðìà-
íåíòíîãî äåôèöèòà ìàøèííûõ ðåñóðñîâ,
ñòèìóëèðóþùåãî êàê äàëüíåéøåå íàðà-
ùèâàíèå êîìïüþòåðíûõ ìîùíîñòåé, òàê
è ðàçâèòèå íîâûõ ñóïåðàëãîðèòìîâ.

Ãëàâíûé èñòî÷íèê ñâåðõáîëüøèõ
ÑËÀÓ � ñåòî÷íûå ìåòîäû (êîíå÷íûõ
ðàçíîñòåé, êîíå÷íûõ îáúåìîâ è êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ) ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ
êðàåâûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ ïðè ìîäå-
ëèðîâàíèè ïðîöåññîâ èëè ÿâëåíèé. Äëÿ
îöåíêè ïîòðåáíîñòåé âû÷èñëèòåëüíûõ
ðåñóðñîâ ðàññìîòðèì ñåòî÷íóþ òðåõìåð-
íóþ ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü â ôîðìå ïàðàë-

ëåëåïèïåäà, îáðàçîâàííóþ êîîðäèíàòíû-
ìè ëèíèÿìè

x=x
i
, i=1,...,I; y=y

j
, j=1,...,J; z=z

k
, k=1,...,K.

Åñëè ìû ðåøàåì îäíî äèôôåðåí-
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ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà (íàïðèìåð, óðàâíå-
íèå ñòàöèîíàðíîé äèôôóçèè èëè òåïëî-
ïðîâîäíîñòè), òî â ðåçóëüòàòå åãî ïðî-
ñòåéøåé àïïðîêñèìàöèè äëÿ êàæäîãî
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 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

øàãè ñåòêè è ïàðàìåòðû èñõîäíîé çàäà-
÷è. Òàêîé ñèñòåìå óðàâíåíèé îòâå÷àåò
êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà À ïîðÿäêà IJK ñ
÷èñëîì íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ íà êàæäîé
ñòðîêå íå áîëåå 7.

Ïóñòü ðàäè ïðîñòîòû I=J=K>>1. Òîã-
äà äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ
Ãàóññà òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü ïðèìåðíî
Q=K 7 àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è çà-
ïîìíèòü P=K 5 ïðîìåæóòî÷íûõ ÷èñåë. Íà
ñåãîäíÿ çàäà÷å ñðåäíåé ñëîæíîñòè ñî-
îòâåòñòâóåò K=100, ÷òî ïðèâîäèò ê çíà-
÷åíèÿì Q=1014 è P=1010. Íà îáèõîäíîì
ÿçûêå ýòî îçíà÷àåò îêîëî òðåõ ÷àñîâ
ðàáîòû êîìïüþòåðà áûñòðîäåéñòâèåì 10
ãèãàôëîï, ò.å. 1010 �ôëîï� � àðèôìåòè-
÷åñêèõ îïåðàöèé íàä �íîðìàëüíûìè�
âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè â ñåêóíäó, ïðè
íàëè÷èè îïåðàòèâíîé ïàìÿòè îêîëî 10
ãèãàáàéò. Ýòî íàìíîãî ïðåâîñõîäèò ðå-
ñóðñû ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ è ðà-
áî÷èõ ñòàíöèé, íî íà ìèðîâîì ðûíêå
òàêàÿ ÝÂÌ � ñðåäíåãî êëàññà. Îäíàêî
åñëè ïåðåéòè ê �áîëüøîé� çàäà÷å ñ
K=1000, òî îíà óæå îêàçûâàåòñÿ êðåïêèì
îðåøêîì äàæå äëÿ ðåêîðäíîãî ñóïåðêîì-
ïüþòåðà ñî ñêîðîñòüþ â îäèí òåðàôëîï
(1012) è ïàìÿòüþ â îäèí òåðàáàéò.

Äâóìåðíûå çàäà÷è ãîðàçäî ëåã÷å.
Îäíàêî è îíè òðåáóþò îãðîìíûõ ðåñóð-
ñîâ, åñëè íóæíî íàõîäèòü îïòèìàëüíûå
ïàðàìåòðû èñêîìûõ ðåøåíèé (÷òîáû
óäîâëåòâîðèòü ïîñòàâëåííûì îãðàíè÷å-
íèÿì è âûáðàííûì êðèòåðèÿì êà÷åñòâà),
ðàññ÷èòûâàòü äëèòåëüíûå ïî âðåìåíè
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èëè, íàîáîðîò, áûñòðîìåíÿþùèåñÿ ïðî-
öåññû, ó÷èòûâàòü ñèëüíîíåëèíåéíûå
ýôôåêòû. Ýòî ïðèâîäèò ê ìíîãîêðàòíî-
ìó ðåøåíèþ ïðîìåæóòî÷íûõ ëèíåéíûõ
ñèñòåì. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ýòî � íàè-
áîëåå òðóäîåìêàÿ ÷àñòü êðóïíîìàñøòàá-
íîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, òàê
êàê îñòàëüíûå ðàñ÷åòíûå ýòàïû òðåáóþò
îáúåìà àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, ïðî-
ïîðöèîíàëüíîãî îáùåìó êîëè÷åñòâó óç-
ëîâ ñåòêè.

Êàðäèíàëüíîå ñðåäñòâî ïîâûøåíèÿ
ïðîèçâîäèòåëüíîñòè êîìïüþòåðîâ (ïî
ïðîôåññèîíàëüíûì ïðîãíîçàì � äî ïå-
òàôëîïíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ, ò.å. äî 1015

îïåðàöèé â ñåêóíäó ê 2015 ã.) � ñîçäà-
íèå ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ñèñòåì (äî 103 èëè 106 ïðîöåññîðîâ).
Îòñþäà îäíîé èç ïåðâûõ ïî àêòóàëüíîñ-
òè ïðîáëåì â âû÷èñëèòåëüíîé àëãåáðå
ñòàíîâèòñÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèå àëãîðèò-
ìîâ è èõ îòîáðàæåíèå íà àðõèòåêòóðó
ìíîãîïðîöåññîðíûõ ÝÂÌ. Íàñóùíîñòü
ýòîãî âîïðîñà, â òîì ÷èñëå ïðè ðåøåíèè
ÑËÀÓ, ïðîèñòåêàåò èç òîãî îáùåèçâåñò-
íîãî ôàêòà, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü çàãðóçêè
âñåõ óñòðîéñòâ � ýòî áîëüíîå ìåñòî
ðàçëè÷íûõ ñóïåðêîìïüþòåðîâ, è ðåàëè-
çàöèÿ àëãîðèòìîâ áåç ó÷åòà, íàïðèìåð,
êîììóíèêàöèîííûõ ïîòåðü ìîæåò ñíèçèòü
ôàêòè÷åñêóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ìíîãî-
ïðîöåññîðíîé ñèñòåìû äî íåñêîëüêèõ
ïðîöåíòîâ îò åå ïàñïîðòíûõ äàííûõ.

Îäèí èç ñàìûõ ýôôåêòèâíûõ ìåòî-
äîâ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ âûñîêîãî ïîðÿäêà
áàçèðóåòñÿ íà èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìàõ
íåïîëíîé ôàêòîðèçàöèè, ïîëó÷èâøèõ
ñåé÷àñ ñàìîå øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå
â ìèðîâîé âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå1.
Äàííàÿ ñòàòüÿ ïðåäñòàâëÿåò ïîñëåäíèå
ðåçóëüòàòû àâòîðà, êàñàþùèåñÿ íîâûõ,
ïåðñïåêòèâíûõ ïîäõîäîâ: îáîáùåííîãî
ïðèíöèïà êîìïåíñàöèè â ïðèáëèæåííîé
ìàòðè÷íîé ôàêòîðèçàöèè, àäàïòèâíûõ
èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ñ îïòèìàëüíûìè
óïîðÿäî÷åííîñòÿìè è, íàêîíåö, ïðîáëå-
ìû ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìîâ íà
îñíîâå äåêîìïîçèöèè îáëàñòåé.

ÑÎÂÑÅÌ ÍÅ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÀß,

ÍÎ Î×ÅÍÜ ÏËÎÄÎÒÂÎÐÍÀß ÈÄÅß

Èäåÿ ìåòîäà íåïîëíîé ôàêòîðè-
çàöèè äëÿ ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé
ñèñòåìû

Au=f (2)

çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè òàêîé ìàòðè-
öû B, íàçûâàåìîé ïðåäîáóñëîâëèâàþ-
ùåé, êîòîðàÿ ëåãêî áû îáðàùàëàñü è
áûëà áû áëèçêîé ê èñõîäíîé ìàòðèöå A
â òîì ñìûñëå, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà
ìàòðèöû-ïðîèçâåäåíèÿ B�1A íå ñèëüíî
ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Òîãäà ïîñëå-
äîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ u n ñòðîÿòñÿ ñ
ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, êî-
òîðûé â êàíîíè÷åñêîé çàïèñè èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

B(un � un � 1) = ω
n
(f � Aun � 1). (3)

Çäåñü ω
n
 � âû÷èñëÿåìûå ïàðàìåò-

ðû, à ÷èñëî èòåðàöèé n(ε) äëÿ äîñòèæå-
íèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè ε <<1 çàâèñèò
îò îòíîøåíèÿ

κ =max|λ|/min| λ|,

íàçûâàåìîãî ÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè
ìàòðèöû B �1A. Ýòà âåëè÷èíà κ îêàçûâà-
åòñÿ ìàãè÷åñêèì ÷èñëîì â ëèíåéíîé àë-
ãåáðå, õàðàêòåðèçóÿ ãëàâíûå âû÷èñëè-
òåëüíûå êà÷åñòâà ëþáîé ìàòðèöû, â òîì
÷èñëå ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê ïîãðåøíîñòÿì
îêðóãëåíèé.

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ v n= u � u n,
r n=f � Au n äëÿ âåêòîðîâ êîððåêöèè è
íåâÿçêè, ñîîòíîøåíèå (3) ìîæíî ðàçáèòü
íà äâà:

Bvn=rn � 1, un=un � 1+ ω
n
v n,

èç êîòîðûõ âèäíî, ÷òî íàèáîëåå òðóäî-
åìêàÿ ïðîöåäóðà íà êàæäîé èòåðàöèè �
ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû ñ
ìàòðèöåé B (êîíå÷íî, åñëè ïîñëåäíÿÿ íå
ñëèøêîì òðèâèàëüíà).

Ïåðâîîòêðûâàòåëü ìåòîäîâ íåïîë-
íîé ôàêòîðèçàöèè Í.È.Áóëååâ ïðåäëîæèë
(ñåðåäèíà 50-õ ãîäîâ, çàêðûòûé ÿäåð-
íûé öåíòð â ã.Îáíèíñêå) èñêàòü B êàê

1 Il�in V.P. Iterative incomplete factorization methods.
Singapore, 1992; Èëüèí Â.Ï. Ìåòîäû íåïîëíîé ôàê-
òîðèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Ì.,
1995.
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ïðèáëèæåííóþ (íåïîëíóþ) ôàêòîðèçàöèþ
èñõîäíîé ìàòðèöû A:

B = LU ≅ A, (4)

ãäå L, U � ëåãêî âû÷èñëÿåìûå (íàìíîãî
ïðîùå, ÷åì â òî÷íîé ôàêòîðèçàöèè) è
ëåãêî îáðàòèìûå íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ òðå-
óãîëüíûå ìàòðèöû.

Ãåíèàëüíîå âñå ïðîñòî: ïîìèìî
êîíñòðóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ìíîæèòåëåé
L, U, Áóëååâ ïðåäëîæèë â êà÷åñòâå êðè-
òåðèÿ áëèçîñòè ìàòðèö òðåáîâàíèå

Be = Ae, (5)

ãäå e � âåêòîð ñ ïîñòîÿííûìè (åäèíè÷-
íûìè) êîìïîíåíòàìè; îí íàçâàë åãî
ïðèíöèïîì êîìïåíñàöèè. Ýòà ñîâñåì íå
àëãåáðàè÷åñêàÿ èäåÿ èñõîäèëà èç òåõ
ñåðìÿæíûõ ñîîáðàæåíèé, ÷òî â çàäà÷àõ
ìàòôèçèêè ðåøåíèÿ â îñíîâíîì ãëàäêèå,
à òîãäà ïðè óñëîâèè (5) íà êàæäîé èòå-
ðàöèè �ëèøíèå� ÷ëåíû (îáóñëîâëåííûå
íåòî÷íîñòüþ ôàêòîðèçàöèè (4)) áóäóò
âçàèìíî êîìïåíñèðîâàòüñÿ.

Íîâûå ìåòîäû íà ìíîãèõ ïðàêòè-
÷åñêèõ çàäà÷àõ îáíàðóæèâàëè ïîòðÿñàþ-
ùåå áûñòðîäåéñòâèå, íî âðåìåíàìè íå
âñå áûëî ãëàäêî. Ýòî ãîâîðèëî î íåîá-
õîäèìîñòè áîëåå ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ
íîâîãî êëàññà àëãîðèòìîâ, òåîðèè êîòî-
ðûõ òîãäà íå áûëî.

Íî, êàê èçâåñòíî, íåò ïðîðîêà â
ñâîåì îòå÷åñòâå � âåäóùèå ñïåöèàëèñ-
òû â ÑÑÑÐ èäåþ íåïîëíîé ôàêòîðèçà-
öèè íå ïîäõâàòèëè, ïðîäîëæàÿ óâëå÷åí-
íî ðàçâèâàòü äðóãèå (ïðèøåäøèå èç-çà
ðóáåæà) ìîäíûå íàïðàâëåíèÿ.

Íà Çàïàäå æå ìåòîäû Áóëååâà
áûëè íåñêîëüêî ðàç ïåðåîòêðûòû è ñòà-
ëè àêòèâíî óñîâåðøåíñòâîâàòüñÿ. Â ÷àñ-
òíîñòè, ýâðèñòè÷åñêîå óñëîâèå (5), êîòî-
ðîå íà àëãåáðàè÷åñêîì ÿçûêå íå ÷òî
èíîå, êàê ïðèíöèï ñîãëàñîâàíèÿ ñòðî÷-
íûõ ñóìì ìàòðèö B è A, áûëî îáúÿñíåíî
è ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàíî â ñî÷åòà-
íèè ñ óñêîðåíèåì èòåðàöèé óíèâåðñàëü-
íûìè ìåòîäàìè ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåí-
òîâ. Ïîðàçèòåëüíîå ñîâïàäåíèå, íî ïðàê-
òè÷åñêè îäíîâðåìåííî (â 1983 ã.) è
íåçàâèñèìî â ðàáîòàõ àâòîðà ñ Î.Àêñåëü-
ñîíîì (Ãîëëàíäèÿ) è Äæ.Ãîëóáà (ÑØÀ) ñ

êîëëåãàìè áûëè ïðåäëîæåíû íåÿâíûå
(áëî÷íûå) ìåòîäû íåïîëíîé ôàêòîðèçà-
öèè, â êîòîðûõ ìàòðè÷íûå ìíîæèòåëè L,
U � ñóòü áëî÷íî-òðåóãîëüíûå ìàòðèöû,
ïðè÷åì äèàãîíàëüíûå áëîêè � ëåíòî÷-
íûå ìàòðèöû, íåíóëåâûå ýëåìåíòû êî-
òîðûõ ñîñðåäîòî÷åíû òîëüêî â îêðåñò-
íîñòè ëåíòû çàäàííîé øèðèíû d îêîëî
ãëàâíîé äèàãîíàëè. Òàêèå àëãîðèòìû
ïîçâîëèëè óòî÷íèòü ñàìó ïðèáëèæåííóþ
ôàêòîðèçàöèþ è çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü
÷èñëî èòåðàöèé. Îäíàêî çäåñü âîçíèêëà
íîâàÿ íåòðàäèöèîííàÿ çàäà÷à âû÷èñëè-
òåëüíîé àëãåáðû: íàéòè ëåíòî÷íóþ ÷àñòü
ìàòðèöû, îáðàòíîé ê ëåíòî÷íîé æå ìàò-
ðèöå. Äëÿ ýòîé çàäà÷è óäàëîñü íàéòè
èçÿùíîå ðåøåíèå (åñòåñòâåííî, òðóäî-
åìêîñòü ïðîöåäóðû óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðî-
ñòîì øèðèíû ëåíòû d).

Â ýòîì ìåñòå çàëîæåíà ïðèíöèïè-
àëüíàÿ ìåòîäîëîãè÷åñêàÿ ïðîáëåìà,
îæèäàþùàÿ äî ñèõ ïîð ñâîåãî ðåøåíèÿ.
Ïóñòü, íàïðèìåð, C � íåâûðîæäåííàÿ
ìàòðèöà. Åñëè ìû âû÷èñëÿåì ëåíòî÷íóþ
÷àñòü øèðèíû d>1 îò îáðàòíîé ìàòðèöû
� îáîçíà÷èì åå ÷åðåç (C �1)(d), � òî
íàõîäèì â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ïðè-
áëèæåíèå ê îáðàòíîé ìàòðèöå C �1 (êî-
òîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå ïëîòíàÿ, ò.å. íå
ñîäåðæèò íóëåé). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
d óâåëè÷èâàåòñÿ âïëîòü äî ïîðÿäêà ìàò-
ðèöû N, òî (C�1)(d) → C �1. Ïðè d=N ìàò-
ðè÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñòàíîâèòñÿ òî÷-
íîé è ìåòîä ðåøåíèÿ ÑËÀÓ èç èòåðàöè-
îííîãî ïðåâðàùàåòñÿ â ïðÿìîé, äàþùèé
òî÷íîå ðåøåíèå çà êîíå÷íîå ÷èñëî äåé-
ñòâèé. Ôàêòè÷åñêè â ýòîì ñëó÷àå ìåòîä
ïðèáëèæåííîé ôàêòîðèçàöèè ïåðåõîäèò
â áëî÷íûé ìåòîä Ãàóññà, êîòîðûé äëÿ
ñåòî÷íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ñëèøêîì äî-
ðîã. Çäåñü è âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêîâà
îïòèìàëüíàÿ øèðèíà 1 ≤ d ≤ N ëåíòî÷-
íîé àïïðîêñèìàöèè îáðàòíîé ìàòðèöû
(C � 1)(d), ÷òîáû îáåñïå÷èòü èòîãîâóþ ýô-
ôåêòèâíîñòü èòåðàöèîííîãî ìåòîäà?
Èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, äîñòè÷ü çàäàí-
íîé òî÷íîñòè çà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé? Ïîíÿòíî, ÷òî
ëó÷øåå � âðàã õîðîøåãî, è â ïîëíîì
îáúåìå ðåøåíèå ïðîáëåìû îïòèìèçà-
öèè àëãîðèòìîâ � ýòî íåäîñòèæèìàÿ
ãîëóáàÿ ìå÷òà, ê êîòîðîé íàäî ñòðåìèòü-
ñÿ, íî òîëüêî äðîáíûìè øàãàìè, ðàñ-
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øèðÿÿ æèçíåííîå ïðîñòðàíñòâî êîíêðåò-
íûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ îòäåëüíûõ òè-
ïîâ ñèñòåì.

ÎÒ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÈ

ÂÅÊÒÎÐÎÂ �

Ê ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÈ ÑÈËÜÍÎÉ

Îäíà èç ãåíåðàëüíûõ ëèíèé ðàçâè-
òèÿ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ
â îáîáùåíèè áóëååâñêîãî ïðèíöèïà êîì-
ïåíñàöèè (5) íà îñíîâå ïåðåõîäà ê ñèñ-
òåìå òàê íàçûâàåìûõ ïðîáíûõ âåêòîðîâ
y
q
, äëÿ êîòîðûõ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ

ðàâåíñòâà

By
q
=Ay

q
, q=1,...,m. (6)

Çäåñü ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ
óíèêàëüíîãî êëàññà âåùåñòâåííûõ áëî÷-
íî-òðåõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö � ñòèëòüå-
ñîâûõ, êîòîðûå, ñ îäíîé ñòîðîíû, ëåæàò
â îñíîâå ðåøåíèÿ øèðîêîãî êëàññà ïðàê-
òè÷åñêèõ çàäà÷, à ñ äðóãîé � îáëàäàþò
ñâîéñòâàìè, ïîëåçíûìè ïðè èññëåäîâà-
íèè îñíîâàííûõ íà íèõ àëãîðèòìîâ. Ãëàâ-
íûå èç ýòèõ ñâîéñòâ � ñèììåòðè÷íîñòü,
ïîëîæèòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è
ìîíîòîííîñòü (îáðàòíàÿ ìàòðèöà A�1

èìååò íåîòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû).
Èçíà÷àëüíûé âîïðîñ çäåñü: äëÿ êà-

êèõ íàáîðîâ ïðîáíûõ âåêòîðîâ y
q
 âîîáùå

ðàçðåøèìà çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ïðåä-
îáóñëîâëèâàþùåé ìàòðèöû B ðàññìàòðè-
âàåìîãî ôàêòîðèçîâàííîãî âèäà? Èçó÷å-
íèå ïðîáëåìû ïðèâåëî àâòîðà ê íîâîìó
ïîíÿòèþ â ëèíåéíîé àëãåáðå � ñèëüíîé
íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ. Åñëè â ìàòðèöå
ðàçìåðîì m × N, ñîñòàâëåííîé èç m âåê-
òîðîâ y

q
 ïîðÿäêà N >m, êàæäûé ìèíîð

m-ãî ïîðÿäêà íåíóëåâîé, òî òàêèå âåêòî-
ðû íàçîâåì ñèëüíî íåçàâèñèìûìè. Ïîä-
÷åðêíåì, ÷òî îáû÷íîé, ëèíåéíîé, íåçàâè-
ñèìîñòè âåêòîðîâ (êîãäà õîòÿ áû îäèí
ìèíîð íåíóëåâîé) íåäîñòàòî÷íî äëÿ ðàç-
ðåøèìîñòè çàäà÷è (6).

Äàëåå ñëåäóþò îáû÷íûå äëÿ âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè âîïðîñû, íà êî-
òîðûå óäàëîñü ïîëó÷èòü ïåðâûå îáíàäå-
æèâàþùèå îòâåòû: êàê êîíñòðóêòèâíî
ïîñòðîèòü ýêîíîìè÷íûé àëãîðèòì ïî
óñëîâèþ (6)? Êàêîâà åãî ÷óâñòâèòåëü-
íîñòü è óñòîé÷èâîñòü ê ïîãðåøíîñòÿì

îêðóãëåíèé ìàøèííûõ îïåðàöèé? Ïðè
êàêèõ ïðîáíûõ âåêòîðàõ ïðåäîáóñëîâëè-
âàþùàÿ ìàòðèöà B áóäåò ñèììåòðè÷íîé
è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé (÷òî íå-
îáõîäèìî, åñëè òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü
ñàìè ìåòîäû íåïîëíîé ôàêòîðèçàöèè)?
Ñêîëüêî è êàêèõ ïðîáíûõ âåêòîðîâ íàäî
áðàòü, ÷òîáû ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà
áûëà ïî âîçìîæíîñòè âûñîêîé (ìû ñî-
çíàòåëüíî íå óïîòðåáëÿåì ñëîâà �íàè-
âûñøåé�)? Êàêîâà áóäåò ñêîðîñòü ñõîäè-
ìîñòè èòåðàöèé? Ïîèñê ðåøåíèé � íî-
âîå íàïðàâëåíèå, âûõîäÿùåå çà ðàìêè
òåîðèè òîëüêî èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ.

Óðàâíåíèÿ (6) ìîæíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü êàê îáðàòíóþ îáîáùåííóþ çàäà-
÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: äëÿ çàäàí-
íûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ y

q
 è ìàòðèöû

A íàéòè ìàòðèöó B (ñðåäè ðàññìàòðèâà-
åìîãî êëàññà ëåíòî÷íûõ ìàòðèö), êîòî-
ðàÿ ñîîòâåòñòâóåò åäèíè÷íîìó îáîáùåí-
íîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó. Òàêàÿ íåòðà-
äèöèîííàÿ çàäà÷à ëèíåéíîé àëãåáðû, äëÿ
êîòîðîé óæå íàéäåíû íåêîòîðûå ÷àñò-
íûå ðåøåíèÿ, íàâåðíÿêà íàéäåò ñâîþ
íèøó â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ.

Äðóãîé àñïåêò ïðèíöèïà îáîáùåí-
íîé êîìïåíñàöèè èìååò ïðÿìîå îòíîøå-
íèå ê òåîðèè ïðèáëèæåíèé. Åñëè íà÷àëü-
íóþ îøèáêó èòåðàöèé ïðåäñòàâèòü â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïðîáíûõ âåêòîðîâ:

u � u 0=c
1
y
1
+...+c

m
y
m
, (7)

òî ïåðâîå èòåðàöèîííîå ïðèáëèæåíèå
u1 â (3) ïðè ω

1
=1 óæå áóäåò òî÷íûì ðå-

øåíèåì. Ñïðàâåäëèâî è áîëåå ñèëüíîå
óòâåðæäåíèå: ñðåäè ñèñòåì ñèëüíî íå-
çàâèñèìûõ ïðîáíûõ âåêòîðîâ îïòèìàëü-
íà òà, êîòîðàÿ íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðè-
áëèæàåò èñêîìîå ðåøåíèå u (ïðè
u 0=0). À ïîèñê òàêèõ ïðèáëèæåíèé óæå
ìîæíî ïðîâîäèòü ñ ïîìîùüþ àïðèîð-
íûõ îöåíîê äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
êðàåâûõ çàäà÷.

È íàêîíåö, òðåòèé âàæíûé ìîìåíò,
÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèé: ñîîòíîøåíèå (7)
ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü èòåðàöèîííûå
ïðîöåññû âèäà (3) â ïîäïðîñòðàíñòâå,
íàòÿíóòîì íà âåêòîðû y

1
,...y

m
, � ÷òî

òîæå ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé ñå-
ðüåçíîãî òåîðåòè÷åñêîãî è ïðàêòè÷åñ-
êîãî çíà÷åíèÿ.



1 6 Â.Ï.Èëüèí

ÓÕÓÄØÅÍÈÅ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ

ÑÂÎÉÑÒÂ ÑÈÑÒÅÌÛ

ÌÎÆÍÎ ÎÁÐÀÒÈÒÜ ÂÎ ÁËÀÃÎ

Îäíà èç îáùèõ ñîâðåìåííûõ ïðî-
áëåì âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè �
ïîñòðîåíèå àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ, ïîä-
ñòðàèâàþùèõñÿ ïîä ñâîéñòâà ðåøàåìîé
çàäà÷è è ïîâûøàþùèõ ïðè ýòîì ñâîþ
ýôôåêòèâíîñòü íà îñíîâå àíàëèçà àïðè-
îðíîé è/èëè àïîñòåðèîðíîé èíôîðìà-
öèè. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå òàêîå êà÷å-
ñòâî èìååò ïðè ðåøåíèè òðóäîåìêèõ
çàäà÷. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå ê òàêî-
âûì îòíîñÿòñÿ �æåñòêèå� óðàâíåíèÿ ñ
î÷åíü ðåçêî ìåíÿþùèìèñÿ ñâîéñòâàìè
ðåøåíèé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî
ïðèâåñòè àíèçîòðîïíîå óðàâíåíèå ñòà-
öèîíàðíîé äèôôóçèè (èëè òåïëîïðîâîä-
íîñòè)

   ∂    ∂ u  ∂   ∂ u
� � a� � � b� = f (x,y), (8)

  ∂x   ∂x   ∂y   ∂y

â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû a,b ìîãóò ñèëü-
íî èçìåíÿòüñÿ (äàæå íà íåñêîëüêî ïî-
ðÿäêîâ âåëè÷èíû) è èìåòü â òîì ÷èñëå
áîëüøèå ðàçðûâû. Ó êðàåâûõ çàäà÷ ïî-
äîáíîãî ðîäà î÷åíü �ïëîõèå� ðåøåíèÿ,
êîòîðûå ïîðîæäàþò ãëàâíûå ïðîáëåìû
ñ êà÷åñòâîì àïïðîêñèìàöèè, ïðàâäà,
çäåñü îíè âîëíóþò íàñ â ìåíüøåé ñòå-
ïåíè. Äðóãàÿ îñîáåííîñòü òàêîé çàäà÷è
çàêëþ÷àåòñÿ â êàòàñòðîôè÷åñêè ïëîõîé
îáóñëîâëåííîñòè àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòå-
ìû, ïîëó÷àåìîé ïîñëå äèñêðåòèçàöèè.
Ïîìèìî ïîòåðè âû÷èñëèòåëüíîé óñòîé-
÷èâîñòè, ýòî ïðèâîäèò, êàê ïðàâèëî, ê
çíà÷èòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ êîëè÷åñòâà
èòåðàöèé n(ε). Â ðàáîòàõ àâòîðà ñ Á.Êåë-
ëîãîì (ÑØÀ) íà ïðèìåðå ïðîñòåéøåãî
èòåðàöèîííîãî ìåòîäà Çåéäåëÿ, ïî-âè-
äèìîìó, âïåðâûå áûëî çàìå÷åíî, ÷òî
åñëè âû÷èñëåíèÿ êàæäîãî ñëåäóþùåãî
ïðèáëèæåíèÿ ïðîâîäèòü ïîñëåäîâàòåëü-
íî ïî óçëàì, óïîðÿäî÷åííûì ñ ó÷åòîì
íàïðàâëåíèÿ èçìåíåíèé êîýôôèöèåíòîâ
èñõîäíûõ óðàâíåíèé, òî íàëè÷èå èõ áîëü-
øèõ ãðàäèåíòîâ ìîæíî îáðàòèòü â ñâîþ
æå ïîëüçó. Ïîëó÷àåòñÿ ïàðàäîêñàëüíûé
íà ïåðâûé âçãëÿä ôåíîìåí: óõóäøåíèå
àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñèñòåìû ïðèâî-

äèò ê óëó÷øåíèþ èòåðàöèîííîãî àëãî-
ðèòìà, åñëè îí íóæíûì îáðàçîì àäàïòè-
ðîâàí.

Ýòîò ðåçóëüòàò óäàëîñü ïåðåíåñòè è
íà òàêèå �èäåîëîãè÷åñêè� ñëîæíûå àëãî-
ðèòìû, êàê ìåòîäû íåïîëíîé ôàêòîðèçà-
öèè. Äîêàçàí ïðèíöèïèàëüíûé ôàêò óñêî-
ðåíèÿ ñõîäèìîñòè àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ
ïðè ìîíîòîííîì èçìåíåíèè êîýôôèöèåí-
òîâ èñõîäíîé ñèñòåìû. Âûâåäåííûå òåî-
ðåòè÷åñêèå îöåíêè íàãëÿäíî ïîäòâåðæäà-
þòñÿ ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè. Â äâóõ
ñëîâàõ, ïîëó÷åííûå óòâåðæäåíèÿ ìîæíî
îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè àäàï-
òèâíîì ïîñòðîåíèè ïðåäîáóñëîâëèâàþùàÿ
ìàòðèöà B �íàñëåäóåò� è êîìïåíñèðóåò
ïëîõèå ñâîéñòâà èñõîäíîé ìàòðèöû A, â
ðåçóëüòàòå ÷åãî êà÷åñòâî èòîãîâîãî àëãî-
ðèòìà òîëüêî óëó÷øàåòñÿ.

Àíàëîãè÷íûé ýôôåêò íàáëþäàåòñÿ
è â ñëó÷àå î÷åíü ñèëüíîé àíèçîòðîïèè
(íàïðèìåð, a>>b), äàæå åñëè êîýôôèöè-
åíòû ïîñòîÿííû. Õîòÿ ïðè ýòîì îáóñëîâ-
ëåííîñòü èñõîäíîé ñèñòåìû òîæå óõóä-
øàåòñÿ, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå çàäà÷à
ïðèáëèæàåòñÿ ê îäíîìåðíîé, è ïðè ñî-
îòâåòñòâóþùåì áëî÷íîì óïîðÿäî÷åíèè
íåèçâåñòíûõ èòåðàöèîííûé àëãîðèòì
ñâîäèòñÿ ê áåçûòåðàöèîííîìó.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî àäàïòèâíûå
êà÷åñòâà èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ îï-
ðåäåëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñâîéñòâà-
ìè àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû. À åå ýëå-
ìåíòû çàâèñÿò êàê îò ïîâåäåíèÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è,
òàê è îò øàãîâ ñåòêè. Ïîýòîìó ðàññìàò-
ðèâàåìûå âû÷èñëèòåëüíûå ÿâëåíèÿ ìî-
ãóò áûòü âûçâàíû íå �ôèçè÷åñêèìè�, à
÷èñòî äèñêðåòèçàöèîííûìè ýôôåêòàìè:
åñëè ñåòêà ñëèøêîì íåðàâíîìåðíàÿ (à
ïðè ñèëüíîé ðàçíîìàñøòàáíîñòè äåòà-
ëåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè øàãè ìîãóò îòëè-
÷àòüñÿ â ñîòíè è òûñÿ÷è ðàç), òî îáóñ-
ëîâëåííîñòü ìàòðèöû A ñèëüíî óõóäøà-
åòñÿ, íî ïóòåì ñîîòâåòñòâóþùåãî
óïîðÿäî÷åíèÿ óçëîâ ìîæíî ñõîäèìîñòü
èòåðàöèé, íàîáîðîò, óëó÷øèòü.

Èññëåäîâàíèå è ïîñòðîåíèå òàêèõ
àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ ñèëüíî óñëîæíÿ-
þòñÿ, åñëè êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé
îïèñûâàþòñÿ íåìîíîòîííûìè ôóíêöèÿ-
ìè ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ýêñòðåìàëüíûìè
òî÷êàìè. Èìåþùèéñÿ îïûò ïî èññëåäî-
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âàíèþ ïðîñòåéøåãî ìåòîäà Çåéäåëÿ â
òàêèõ ñèòóàöèÿõ ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ, ÷òî
ïðîáëåìû çäåñü ÷èñòî òåõíè÷åñêîãî õà-
ðàêòåðà: âî-ïåðâûõ, â àâòîìàòèçàöèè
îïðåäåëåíèÿ �õèòðûõ� ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ñ ìîíîòîííûìè ñâîéñòâàìè è, âî-
âòîðûõ, â îáíàðóæåíèè íåîáõîäèìûõ
ñâîéñòâ ìàòðèö ñ áîëåå ñëîæíûìè áëî÷-
íûìè ñòðóêòóðàìè.

Îòìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûé àäàï-
òèâíûé ïîäõîä âûïàäàåò èç áîëüøîé
ñåðèè ðàáîò èçâåñòíûõ àâòîðîâ. Ýòè
ðàáîòû ïîñâÿùåíû îáîñíîâàíèþ ðàçëè÷-
íûõ èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ, ó êîòî-
ðûõ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè íå çàâèñèò îò
âåëè÷èíû ðàçáðîñà èñõîäíûõ êîýôôèöè-
åíòîâ. Îäíàêî ïðîòèâîðå÷èÿ çäåñü íà
ñàìîì äåëå íåò, òàê êàê ïîñòðîåíèå
àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ � ýòî èñïîëü-
çîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î
âíóòðåííèõ ñâîéñòâàõ çàäà÷è.

ÓÂßÇÀÒÜ ÍÅÑÎÂÌÅÑÒÈÌÎÅ

Îñíîâíàÿ ìåòîäîëîãèÿ ðåàëèçàöèè
âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ íà ìíîãîïðî-
öåññîðíûõ êîìïüþòåðíûõ ñèñòåìàõ �
ýòî âûÿâëåíèå òàêèõ ñ÷åòíûõ ôðàãìåí-
òîâ àëãîðèòìà, êîòîðûå ìîæíî âûïîë-
íèòü îäíîâðåìåííî íà ðàçëè÷íûõ àðèô-
ìåòè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ ïðè ìèíèìàëü-
íûõ èíôîðìàöèîííûõ îáìåíàõ ìåæäó
íèìè. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ÷èñòî òåõíè÷åñ-
êèìè äåòàëÿìè: âðåìÿ îáìåíà ìàññèâîâ
èç m ÷èñåë ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè
ïðîöåññîðàìè, êîòîðûå èìåþò íåïîñ-
ðåäñòâåííóþ ôèçè÷åñêóþ ñâÿçü, ìîæíî
âûðàçèòü êàê T

c
= τ

0
+m τ

c
, ãäå  τ

c
 åñòü

äëèòåëüíîñòü ïåðåäà÷è îäíîãî ÷èñëà, à
τ
0
 � âðåìÿ ñòàðòîâîé êîììóíèêàöèîí-

íîé çàäåðæêè. Åñëè ÷åðåç τ
a
 îáîçíà÷èòü

óñðåäíåííîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îäíîé
àðèôìåòè÷åñêîé îïåðàöèè, òî îáû÷íî
èìååì  τ

0
>> τ

c
>> τ

a
, ãäå êîíêðåòíûå

ñîîòíîøåíèÿ âðåìåí ìîãóò ìåíÿòüñÿ, íî
â ãëàâíîì ýòè íåðàâåíñòâà ñîõðàíÿþòñÿ.

Åñëè íå âäàâàòüñÿ â ãëóáîêèå òîí-
êîñòè îòîáðàæåíèÿ àëãîðèòìîâ íà àðõè-
òåêòóðó âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû, ýô-
ôåêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ìîæíî
âûðàçèòü êîëè÷åñòâåííî äâóìÿ îñíîâíû-
ìè õàðàêòåðèñòèêàìè � êîýôôèöèåíòà-
ìè óñêîðåíèÿ è çàãðóçêè ïðîöåññîðîâ:

      T
1 
         R

pR
p
 = � , E

p
 = �,

      Tp          p

ãäå T
1 
, T

p
 � èíòåðâàëû âðåìåíè âûïîë-

íåíèÿ àëãîðèòìà (èëè çàäà÷è) íà îäíîì
è p ïðîöåññîðàõ, ïðè÷åì T

p
 îöåíèâàåòñÿ

ñ ó÷åòîì êîììóíèêàöèîííûõ ïîòåðü.
Íàäî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî óñêîðåíèå

àëãîðèòìà è çàäà÷è ìîãóò áûòü ðàçíû-
ìè, ïîñêîëüêó äëÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäíåé
ìîæåò îêàçàòüñÿ öåëåñîîáðàçíûì âûá-
ðàòü ìåòîä, êîòîðûé òðåáóåò áîëüøåãî
îáúåìà âû÷èñëåíèé, íî ëó÷øå ðàñïàðàë-
ëåëèâàåòñÿ.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïðîáëåìó ðàñ-
ïàðàëëåëèâàíèÿ ðåøåíèé ìíîãîìåðíûõ
êðàåâûõ çàäà÷ â öåëîì, òî ðåøåíèå
ÑËÀÓ òàêæå îäèí èç ãëàâíûõ ýòàïîâ, òàê
êàê äðóãèå ðàñ÷åòíûå ñòàäèè � äèñêðå-
òèçàöèÿ îáëàñòè, àïïðîêñèìàöèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è îáðàáîòêà
ðåçóëüòàòîâ � ðàñïàðàëëåëèâàþòñÿ ãî-
ðàçäî ëåã÷å. Òðèâèàëüíî ðàñïàðàëëåëè-
âàþòñÿ è ïðîñòåéøèå èòåðàöèîííûå àë-
ãîðèòìû, íî îíè èìåþò ñëèøêîì ïëîõóþ
ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Òðóäíîñòè â ðåà-
ëèçàöèè íàèáîëåå áûñòðûõ ìåòîäîâ çàê-
ëþ÷àþòñÿ â òîì, ÷òî îíè îñíîâàíû íà
âûïîëíåíèè ðàçëè÷íûõ ðåêóððåíòíûõ
ñîîòíîøåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ ñóãóáî ïîñ-
ëåäîâàòåëüíûìè îïåðàöèÿìè.

Íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûé ïîäõîä ê
ðàñïàðàëëåëèâàíèþ êðàåâûõ çàäà÷ çàê-
ëþ÷àåòñÿ â äåêîìïîçèöèè ðàñ÷åòíûõ
îáëàñòåé íà ïîäîáëàñòè ñ âîçìîæíî
îäèíàêîâûì êîëè÷åñòâîì óçëîâ â êàæ-
äîé. Ïðè ýòîì îáùàÿ çàäà÷à ðàçáèâàåò-
ñÿ íà ïîäçàäà÷è, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ðåøàåòñÿ íà ñâîåì ïðîöåññîðå, ñ îðãà-
íèçàöèåé ïåðèîäè÷åñêèõ èíôîðìàöèîí-
íûõ èíòåðôåéñîâ ìåæäó íèìè. Åñëè
ðåøàåòñÿ ÑËÀÓ, òî â êàæäîé ïîäîáëàñòè
èòåðèðóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäñèñòå-
ìà, ÷òî ïðèâîäèò â èòîãå ê äâîéíîìó
èòåðàöèîííîìó ïðîöåññó.

Íà ïðèìåðå äåêîìïîçèöèè òðåõ-
ìåðíûõ çàäà÷ ìîæíî ïðîñëåäèòü ðÿä
âàæíûõ ìåòîäîëîãè÷åñêèõ âîïðîñîâ, òåñ-
íî ñâÿçàííûõ ñ ÷èñòî àðõèòåêòóðíûìè
êîìïüþòåðíûìè àñïåêòàìè. Âû÷èñëè-
òåëüíàÿ ñåòü ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé
îäíîìåðíóþ ñåòêó, äâóìåðíóþ ïðÿìî-
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óãîëüíóþ èëè òðåõìåðíóþ ïàðàëëåëåïè-
ïåäîèäàëüíóþ, êîãäà êàæäûé ïðîöåññîð
ôèçè÷åñêè ñâÿçàí ñîîòâåòñòâåííî ñ äâó-
ìÿ, ÷åòûðüìÿ èëè øåñòüþ òîïîëîãè÷åñ-
êè ñîñåäíèìè ïðîöåññîðàìè (ìû íå áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü äðóãèå ýêçîòè÷åñêèå
è áîëåå äîðîãèå ñåòè òèïà ãèïåðêóá è
�êàæäûé ñ êàæäûì�). Òåïåðü, åñëè ó íàñ
åñòü òðåõìåðíàÿ ðàñ÷åòíàÿ ñåòî÷íàÿ îá-
ëàñòü ñ ÷èñëîì óçëîâ N = K 3, ìíîãî
áîëüøèì êîëè÷åñòâà ïðîöåññîðîâ p, òî
êàê ëó÷øå åå ðàçáèòü íà ïîäîáëàñòè ñ
òî÷êè çðåíèÿ îïòèìàëüíîñòè ðàñïàðàë-
ëåëèâàíèÿ?

Îòâåò çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ âðå-
ìåí T

a
 è T

c
, çàòðà÷èâàåìûõ òàêèìè âû÷èñ-

ëèòåëüíûìè ñèñòåìàìè ñîîòâåòñòâåííî íà
âûïîëíåíèå àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è
îáìåí äàííûìè ìåæäó ïðîöåññîðàìè. À
ýòî ñâÿçàíî ñ ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêèìè
ôàêòîðàìè. Âåëè÷èíà T

a
 ïðè âû÷èñëåíèè

îäíîé èòåðàöèè ïðîïîðöèîíàëüíà îáùå-
ìó ÷èñëó óçëîâ ïîäîáëàñòè K 3/p, ò.å. åå
îáúåìó, à çíà÷åíèå T

c
 ïðîïîðöèîíàëüíî

êîëè÷åñòâó ãðàíè÷íûõ óçëîâ, ñìåæíûõ ñ
ñîñåäíèìè ïîäîáëàñòÿìè. Ïðè èñïîëüçî-
âàíèè îäíîìåðíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñåòè
îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà �ïëàñòèíû� ñ
ïëîùàäüþ äâóõ ñìåæíûõ ãðàíåé (÷èñëîì
ãðàíè÷íûõ óçëîâ), ðàâíîé 2K 2. Â ñëó÷àå
�äâóìåðíîé� äåêîìïîçèöèè � íà �ñòîë-
áèêè�, ïëîùàäü ñìåæíûõ ãðàíåé êîòîðûõ
4K 2/

 
√p (çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ êîìïüþ-

òåðíàÿ ñåòü ñ ÷èñëîì ïðîöåññîðîâ √p  â
êàæäîì èç äâóõ èçìåðåíèé). Íàêîíåö, ïðè
îïðåäåëåíèè ïîäîáëàñòåé â âèäå �êóáè-
êîâ ñ äëèíîé ðåáðà Kp �1/3� âåëè÷èíà T

c

ïðîïîðöèîíàëüíà 6K 2p �2/3. Òàêèì îáðà-
çîì, ïðè p>>1 ñ òî÷êè çðåíèÿ êîììóíè-
êàöèîííûõ ïîòåðü �îäíîìåðíàÿ� äåêîì-
ïîçèöèÿ îêàçûâàåòñÿ íàèõóäøåé, à òðåõ-
ìåðíàÿ � íàèëó÷øåé.

Ðàçóìååòñÿ, çäåñü �çà êàäðîì� îñ-
òàåòñÿ ìíîãî äðóãèõ âîïðîñîâ è âîçìîæ-
íîñòåé: ñîâìåùåíèå âî âðåìåíè îáìå-
íîâ ïðîöåññîðà ñ íåñêîëüêèìè ñîñåäíè-
ìè, îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå îáìåíîâ
è âû÷èñëåíèé, èñïîëüçîâàíèå ñâåðõáûñ-
òðîé êýø-ïàìÿòè, êîíâåéåðèçàöèÿ àðèô-
ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â îòäåëüíîì ïðî-
öåññîðå, åñëè îí ñîäåðæèò, íàïðèìåð,
íåñêîëüêî ñóììàòîðîâ è ìíîæèòåëüíûõ
óñòðîéñòâ.

Ýôôåêòèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïàðàë-
ëåëüíûõ àëãîðèòìîâ ïðåäïîëàãàåò ãðà-
ìîòíîå èñïîëüçîâàíèå àðõèòåêòóðû êîì-
ïüþòåðà è ñèñòåì ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
÷òî çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåò ïëàíêó òðå-
áîâàíèé ê êâàëèôèêàöèè ïðèêëàäíîãî
ìàòåìàòèêà-ïðîãðàììèñòà. Ñ ïðàãìàòè-
÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî, êîíå÷íî, êðóï-
íûé íåäîñòàòîê, è íà ïðåîäîëåíèå òàêèõ
íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ îðèåíòèðîâàíû ñó-
ùåñòâóþùèå è ðàçâèâàåìûå ñðåäñòâà
àâòîìàòèçàöèè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ, êîòî-
ðûå â èäåàëå äîëæíû ïîëíîñòüþ ñêðûòü
îò ïîëüçîâàòåëÿ âíóòðåííþþ òåõíîëîãè-
÷åñêóþ �êóõíþ�, ïðè ñîõðàíåíèè âûñîêèõ
êîýôôèöèåíòîâ R

p
 è E

p
.
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Ðàçóìååòñÿ, ìû íå ìîãëè èñ÷åðïàòü
îáèëèÿ èíòåðåñíåéøèõ âîïðîñîâ äàæå â
ðàìêàõ ìåòîäîâ íåïîëíîé ôàêòîðèçàöèè.
Â ïåðâóþ î÷åðåäü � ïðîáëåìû ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà
áîëåå îáùèå çàäà÷è: íåðåãóëÿðíûå ñåò-
êè, ìàòðèöû ñ ìåíåå ñèëüíûìè ñâîé-
ñòâàìè è óñëîæíåííûìè ñòðóêòóðàìè,
êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåì äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé è ò.ä.

Êðîìå òîãî, îáñóæäàâøèåñÿ àëãî-
ðèòìû ðàçâèâàþòñÿ îäíîâðåìåííî ñ
äðóãèìè ïåðñïåêòèâíûìè íàïðàâëåíèÿ-
ìè, ñðåäè êîòîðûõ � ìíîãîñåòî÷íûå
ìåòîäû, àëüòåðíèðóþùèå îïåðàòîðíûå
ïðèíöèïû, ìíîãîóðîâíåâûå èåðàðõè÷åñ-
êèå èòåðàöèè. È çäåñü, êðîìå çäîðîâîé
êîíêóðåíöèè, � íåèçáåæíî âçàèìíîå
îáîãàùåíèå ñ ïðîíèêíîâåíèåì èäåé è
êîíñòðóêòèâíûõ ïîäõîäîâ. Ïðè ñóùåñòâó-
þùåì ðîñòå íàó÷íûõ øêîë è áóðíîì ïî-
òîêå èññëåäîâàíèé òðóäíî çàãàäûâàòü èõ
òåíäåíöèè äàæå íà íå î÷åíü äàëåêîå
áóäóùåå, íî òåêóùèé ïåðèîä ìîæíî áåç
ïðåóâåëè÷åíèÿ íàçâàòü çîëîòûì âåêîì
âû÷èñëèòåëüíîé àëãåáðû.

Ñòàòüÿ íàïèñàíà ïî ðåçóëüòàòàì èññëå-
äîâàíèé, ïîääåðæàííûõ ãðàíòîì ÐÔÔÈ
95-01-01770 �Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ ðàçðåæåííûìè
ìàòðèöàìè�.


